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俄譯本序言 

著名的波兰数学家和邏輯象塔尔斯甚的这本书，是数理邏輯 
•和演 繹科学方法論的通俗引論，它値得受到苏联讀者的注意。它 
在 1936 年以波兰文出版， 1937 年譯成德文，由德国著名的斯普林 
格书局在維也納而不在德国出版。尽管如此，这幷沒有帮书辱的 
忙，书局沒有来得及在 1938 年德国幷呑奥国以前把书全部推銷出 
去，因此有一部分始終被擱在书店的仓庫里……这是由于种族歧 

視的緣故。 1941 年书的校訂和补充版本在紐約用英文出版，俄文 

* 

翻譯是根据这个版本完成的。 

-这本书原来称为《数理邏輯和数学方法論导論》。这个名称与 
內容更相符合，因为这本书是一門科学的导論，这門科学的主要結 » 
果多半是数学专家在二十世紀近儿十年获得的。尽管数理邏輯的 
工 具以戾 数理邏輯中所使用的符号“語言”具有很专門的性质，作 

4 

者成功地引导讀者到这里所考虑的問題的領域中去，几乎沒有用 
任何的专門符号，而使用通俗易解的語言.书中所涉及的問題的范 
圍® 广，讀者在这里会找到关于問應的討論，关于 

cm , 窄零、琴手、 mm , -亨、 $了»•导•等槪念暹輯方面的討•論•， 

关•于形•成原•則• ( 包¥所矗_參卓貝._定义槪念的方法的 

討論，以及“于形成命題和从一些 ** 命‘應^推‘出一些命題的方法的討 
’論，等等。书中有专門的章节用来討論演繹理論构造的原則，这就 

I 

是所謂的今―亨亨亨，和与之相联系的手于•亨孕和宇孕学問題。 

一些最一蠱 A ‘#理論的构造是在表示“及特法和槪 
念（例如,从集合論或阿貝尔群論借用来的方法和槪念）的墓础上 





俄驛本序言 


作出的•，自然，所有陈述出来的原則都可以应用到这些最一般的数 
学理論的构造上去。 

作者在书的序言中說明了自己对于数理邏輯与演繹科学方法 
输的意义和本质的一般观点。为了批判地討論他所提出来的原 
理，首先那怕是粗淺地說明一下我們对于书中所討論的問題的眞 
实意义 的見解，在我看来是适宜的。我們簡单地讲两点。 

1•与形而上学相反，唯物辯证法敎导說！乎平孕孕寻^空，也 
就是說，在 乎和了亨争兮下眞的 东西， V — W * 
，或者在手•了下•可•能•不•眞。因此，对于士‘羞二般枭嶔蠱 

A 来的間&，不*^給*出“断然的”回答，是或否。斯大林在1904年 

写道:“伯恩施坦的信徒們也曾要'求馬克思主义者同样断然地回答 

下面这个問題：合作社（即消費生产互助社）对于无产阶級有益还 
• • 

是有害？馬克思主 义者当 然不难征明，这样提出問題是毫无意义 
的。他們很簡明地解釋 了：一 切都以时間、地点为轉移,——在无 
产阶級的阶級觉悟已提髙到应有程度的地方，在无产者巳团結成 
一个强固的政党的地方，如果合作社是由党着手建立和領导的，那 

它对无产阶級就会有很大的益处;而在沒有具备这些条件的地方， 

• ， 

合作社对于无产阶級就会是有害的，因为合作社能使工人产生小 
商人的傾向和行会的閉关自守的心理，从而損害工人的阶級觉 
悟。，，① ' 

我們知道，从形式邏輯的規律，例如考^呼守學宁亨，得出“断 
然的”回答，“是”或“否”，是永远可能的， 長士規 律却不 

能机械地应用到所有的命題上去，像形而上学者在这点上所想的 

I 

_样 。 

% 

①《社会民主党怎样理解民族間題?》，《斯大鉢全集》第 3 L 卷，人民出版社1953 
年版，第 42— 姑頁货 




俄驊本序言 


硏究者的技巧相当大的程度上在于，估計到环境、地点和时 
間这些具体条件，这样来提出問題，以便形式邏輯的規律适用于 

它們，以便对于問題的回答能說明所硏究对象的一些最本质的方 
面。①难怪人們說，問題的正确提法有时幷不此問題的解决价値 

少。旣然数学所处理的是比較普通的对象和关系，在这里获致精 
确的提法也就比較容易。然而，为了这个目的就不仅要拟定专門 
的术語，而且荽制作出一些科学的、“形式化”的特殊方法，这些方 
法是数学所特有的，因为在数学中我們所此理的是字母演算。 

其实，这种方法是自发地創造出来的，从古代开始，在像欧几 
里德或者阿墓米德这些数学象的著作中就已經有了。由于洛巴契 
夫斯基的偉大发現及現代集合論数学的建立，产生了一系列的間 
題。这一系列的問題使得数学象把原来屬于邏輯和数学方法論領 
域的亨亨的間題作为专門硏究的对象。在現代，数理邏輯 
以及系的演繹科学方法論是一 pg 相当发达的科学，有 
它特有的問題范圍;有科学硏究的专門工具;以及一系列最后确立 
的有意义的重要結臬，这些結果旣是借助于分析現有演繹理論所 
获得的，词时也預吿着这些演繹理論的发展，因为它們屬于一定种 
类的任何可能的演繹理論 * 旣然这里首先考虑的正备一些数学学 
科，幷且所談的那些結果墓 # 本上是用数学方法得到的;那么系統地 
充分地說明它們必須以专門的数学修养为前提。可是作者还是成 
功地說明了十分广泛范_內的問題，而沒有假定讀者有超出中等 
学校数学課程大辆的訓练。还因为，例如說，相应于所討酺的內容, 


①同时应該注意，当情况变化肘，也_相应地改变問題的提法,因跄，只有彻 
底辭证 唯物主义地說明对象(即历史的处于統一之中，而襄輯的包括历史的) 
才是正确的，（前面所錐的例子們，恰恰是当某种条件变化时，公式也应該改 
变——迭个例子特別說明了这一点 # ) 



viii 俄釋 本序言 

“形式化”方法的选擇&陈述的精确性問題，①具有一般的科学意 
义，所以对于不接近敫学的讀者，塔尔斯甚的书也能够引起兴趣。 

2•对于暹輯威觉兴趣，特別是对于其中的現代数理邏輯部分 
咸觉兴趣的讀者，在书中会找到一些內容，使他能够对于数理邏輯 
的內容和方法形成淸晰的槪念，幷且使他能够闡明数理邏輯的墓 

I 

本特点。这使他可能熟諳地批判地对待資产阶級哲学象的企图， 
他們想利用这个領域中科学的进展向唯物主乂进行斗爭，和宣傳 
露骨的 或混乱的折衷主义知唯心主义的哲学立場（其中包括本书 
作者本人在內）。在这方面我們只想提請讀者注意作者所熟练应 
用的数理邏輯的特点（它与一切字母演算共有的特点），以及他一 
再强調的，数理邏輯与数学的密切联系。 1 . 

字母演算之引入[为維他 （ F _ Vieta ， 1540—1603) 和笛卡儿 
(Descartes, 1596—1650) 在 17 世紀前半期所引入]到数学中，在 
这門科学的发展中起韋命性的作用。恩格斯說，“笛卡儿的变数是 

S 

I 

© 追求 ■■彤式化 1 ■的科学的严格性、精确性和确定性、眞正反映事物的本质，根据 
眞理& 具体性原理的构造，自然，应該把这一扨区別于煩瑣哲学的玩弄 11 户格括’和相 
应地"劊作 11 形形色色的专門木語的詭計与毫无內容的空洞“形式、我們看到，眞正科 
^学的“形式化_本身可能 M 的，对于科学发展很本质的間題提法的源泉 # 例如，对于数 
学中連績曲綫槪念来說，就是如此。很长一个时期它好像是立即明显的，而不需要說 
明•在18世紀末与数学物理冏題相联系产生一場“关于声弦 * 的热烈爭論，在这場爭 
論中，有像欧拉 ( L . Euler , 1^07— 1783)、达兰貝尔 Cd ’ Alembei % 1717—1783)、貝努 
X ( Bernoulli , 1700—1782) 知拉格朗日 （ J . L . Lagrange ^ 1 尨 6— 181 3) 这祥一堅卓越 
的数学家参加,这便得数学家們相信， 邊淸不 是像看起来那样簡单 b 在19世紀 g f 入的 
連績性槪念的精确陈述头一次使得能够严格的怔明一系列的命題，以前数学家实际上 
在大置的情形中利用这些命題而沒有意識到連續性槪念《然而不久发現，連績性定又 
的这种陈述意外地滿足象塡滿整个正方形所有点的貝安諾曲綫，或連續而无处可微分 
的波査諾、魏尔施特拉斯函数,这种函数对应于在毎一个点上沒有方向的曲綫。这些发 
現对于科学的进一步发展具有拫本的意义.一方面，这样被发現的曲餞是具有深刻的 
現实意又的 • 男一方面，連續性槪念进一步区分的問題提出来了（而且已經解决)，这 
种区分使得能够更好地表現原来考虑的，然而还不能精确定义的形式* 


俄驛本序言 


数学中的轉折点。” 、 . 

虽然在“变数 ，’ 和字亨在現、代数学中的使用之間有一个本质的 
差異，伹是維他和笛士 Jl 所創缉的字母演算和作为現代数学的特 
点的已經有了許多共同的特点。它們的基本特点在于，虽然 
在口 i “述中沒有人想到把命題相“加”或者相“乘”——用表达命 
題的&式，可是在这些演算中却已轾可能根据有时很像普通算术 
那样的規則来进行演算。例如，可以依一定的方式 jjp 等式或不等 
式，用数去 f 它們等等。大槪任何曾經学过代数的 A * 也都_記得， 

用数学中使•用字亨特有的$ f 寧 f 来代替々了的普逋代 
換，例如敎他不•說•“因为被妥序对于全奚，7+5= 

5十*7”，而要、他在公^汉+厶二厶中把 a = y ， 代进去是多氣 

■ U 

不习慣 o ^ 

不用說，一般而論，沒有公式的使用， 一 S 数学推論几乎不能 
实現，公式的使用有时在非数学家看来，好像^特別为了使人难 
理解数学著作而創造的。其实，略微熟悉数学公式: k 挺栽能把 
它們分成 两組： 

⑴公式， 

1 2 + 2=4, 

2+2=5, 

2<3， 

% 

<2十占 =6 + a ， 

ia+b) • ia—b) = « 2 — fi 2 , 

表示;或 f ， 而 

(2) 么式. 

2 + 2， 

• * 

2 - (3 屮 2) 

-^―， 


i 




俄驛本序言 


， logio 3, 

表示一些亨率(不同于亨和-的：>，在所給的情形中，它們表示完全 
确定的数：^一种公式著特点 表示： 像“4”一样，“2+2_’也, 
一个确全的数的指示詞，公式^■不仅表示由 ' 

(1) 3和2相加， 

所禪果， 

m 

⑻把所得的除 

k 系巧睹算組得某数的方法，而且还有由这个方法得到 

里，旅^与数 i | 相同。 

注意，.梁果与导致它的方法的这个辯证的統一在現代 
第 I 3 W 广泛«箱_1利用，这样,借助于指出一个对象可以由其它几 
个对 1?萊两靈的方法，使我們能規定这个对象(例如，亨我 
們也荽指出，在数学中某些困难和这有关，这些困难是'这*样起来 
的，即，事实上不是每一■种方法都得出結桌；因此需要二种标准，使 
得我們能够把“收斂”的方法和那种不能有意义地得出确定結果的 
方法区别开来。 

这种特点引起了荽特別硏究邏輯方法的願望，这些遜辑方法 
正是数学演算的特征 * 另方面，甚至这种硏究的最初尝試应該是 
推动硏究者去邊現下述情形，即这种方法不过是普通邏輯規律的 
另外一种形式，或許邏輯本身也可以解釋成为某种演算(至少在这 
里所說的数学中所用的邏輯方法是如此)，这是不奇怪的。 

萊布尼茲' (Leibniz, 1646—1716) 第一个从事这样的尝試，他 
把維他和笛卡儿的字母演算的思想推广到他所建立的激积分学上 



去，①也推广到邏輯上去。然而在邏輯領域中萊布尼茲的思想对 
于这一科学的发展沒有发生重要的影响。19世紀一些数学家和邏 
輯学家作了一系列的努力来建立遽輯代数，其中必須首先提到 

_ « # 暑 

德 •摩根 ( A . De Morgan ， 1806—1878)，布尔 (G. Boole ，1815— 1864)， 
皮尔斯 ( Ch ., S . Peirce ， 1839— 1914) , 习玉德 （ E. Schroder , 1841 
— 1902 )，俄罗斯学者喀山数学象和邏輯学家波列茨甚 ( n . C . no - 
peuKHH , 1846—1907) 0 但是只是在 20 世紀这些硏究才受到眞正 
的注意，这时与数 孥甚础 的危机相联系，关于在数学基础中所溶許 
的构造对象或者規定对象的手段，和命題证明的手段的間題傅尖 
銳地突出出来了。 ' 

誠然，关于和数学甚础的危机相联系的問題，塔尔斯基在他叙 

k ^ 

书中几乎沒有談到；在书中沒有說明一系列数学甚础原有的_ 
結果，例如，与形式化“語言”中“眞理性”槪念相关的結果或与'演$ 

4 

理論的“无矛盾性”和“完全性”的各种定义相关知 辞果。 他觉得.它 
們对于逋俗的叙述过于困难，而他屡次强調，他的书頁是个引論。 
作为引論，这本书实在令人滿意。书的开端已經很好；一开始，作 
者就闡明数学中的値和数学中使用的变数方法，而且立即討論作 

为数学学科的特点的两种类型的公式：⑴ f 罕辱亨，和 (2) 指甲函 
項。也应当指出这种情形，会是作者成功地避免了在书中有过多 

# i i 

的形式計算，而把相虚的材料放到练习中去^当然，最后这一点是 
以讀者能够做出所有附在每一章后面的练习，包括那些对于演算 
工具的构造原則上很重喪的間題为先决条件的。这些练习中的多 

①上面我們援引的恩格斯的話完全說出来是这 样的： “笛卡儿的变数是数学中 

的轉折点。因此亭亨和〒荜宇便进入了数学，因此寧今穿，孕华竽字字1承參竿學的了， 

而它們也就立刻出 — /舟且整个讲来它們是由•牛•頓•和•萊•布•尼•茲•完•成•的•， fe 辛是由 
他們发現的。”(《自然辯怔法》，人民出版社，1955年版•第217頁） 、 



XU 


俄譯本序言 


数是适当地选擇和表述出来的，它們是这样簡单，的确使得讀者能 
够独立地做出来。 

在本书的哲学方面，〜清形就坏得多。作者在一系列的場合有 

着形而上学的，有时接近馬赫主义的、混乱的唯心主义的观点。所 

/ 

以，他强調在数学中不存在“变数”之类的对象，說它“不可能有任 
何确定的性质，例如它不是正数，也不是負数，也不等于零。或者 
說，，: T 的性质是随着情形不同而变化的;有时觉可以是正数，伹有 
时又可以是負数，有时又可以等于零。”在这个地方他以以下的話 
作結： “这样一神东西，在我們的現实世界中根本是找不着的。这 
样的东西如果存在于現实世界，那将会是違背我們思想的根本規 
律的。” (§1) 結果:客观世界的規律为我們的患維規律所制約，这是 
露骨的唯心主义和形而上学的主張 D 因为，相反，在現实世界中一 
切在变化着和运动養；具有某神性质的对象会失掉这种性质；相 
反，沒有某种捭质的对象亨可以有/这种性质；必須多硏究具体材 
料，以便在变化中 划分出 稳*定的、不变的东西，以使反映运动，然后 
再找出在变化中的不变的規律(規律就是稳定的东西），等等。“如 
果不把不間断的东西割断，不使活生生的东西簡单化、粗糖化，不 
加以割碎，不使之僵化，那么我們就不能想像、表达、測量、描述运 
动。思維对运动的描述，总_粗糙化、僵化的。不仅思維是这样， 
而且感觉也是这样;不仅对运动是这#，而且对年槪念也都是这 
样。 … 

这也是辯证法的;神立面的統一、同一这个公式正是表 

現着这个本质。”①塔基的书的相当一部分內容事实上正是关 

« • • * 

于科学的槪念和命題的“形式化”方法，其目的在使它們服从形式 


① 列宁: 《哲学笔記》人民出版社，1957年，第263頁 9 


俄譯本序言 


xiil 


邏輯的規律。閱讀这本书有时給人一神印象，似字作者认为演_ 
理論的命題本身，完全自劫地預先就服从这要求。誠然，在他的专 
門性#作中，我們沒有遇到这种情形。 

塔尔斯甚的哲学立場毕竟不是十分确定的。作为創造性地工 

I 

作着的数学象，他有时自发地站在健康的唯物主义立場上。例如， 
他——舀然，有保留地，幷且也沒有指出姓名——反对罗素 ( Ru ^- 

j 

sell ) 有名的 說法、 .在数学这种科学里，我們不知道我們在說什么，也 
不知道我們說的是否眞实。他 写道： “我們必須批判地看待这些判 

W 

断……有时我們发展一种演繹理論而对于它的基本詞項不賦与任 
何固定的意义，这样就是将这些墓本詞項看作变項;在这种情形之 
下，我們說我們将这一理論看作一种形式系統，但这是比較少見的 
情形（即使考虑到 § S 6 中对于演繹理論的一般刻划中所說的也是 
如此)•。仅当对于这一理論的公理系統可能給以几神解釋时这种情 
形才会发生，也就是說，如果对于这一理論中的詞項可以有几种不 
同的方式賦与意义，而我們不願意特別着重任何一神时，才会发 
生 a ”（§ 3 S ) 

在某种程度內关于他对于邏輯的态度也可以这样說。一些現 
代的邏輯家从反动的資产阶級哲学和馬赫主义达到数理邏輯，① 
_作者和这些邏輯家不同，他不把邏輯看成是任意的“語言”，而且认 
为邏輯不应当发生在任何內容丰富的科学理論之先。依照他的說' 
法，拖是用“邏輯”一詞来“称呼这样一种科学的，这种科学分析一 
切科学中共同的槪念的意义，建立这些槪念所从的一般規律” 

a ♦ 

与关于邏輯的对象或內容的問題相联系，他談到思維的規律，还談 
到在邏輯中我們一般不处理任何个別的槪念（它們对应于性质和 

• • * • • •♦暑 


①例如卡尔納普 ( R . Carnap ) 就是这种人。 






Xiv 俄譯本序言 

成个①然而在杂中关于这些問題我們沒有找到十 
确的 Wsl ¥先，哲学的基本問題——关于思維与存在之間 

的关系的問題，从而在思維規律和其中所反映的自然与社会的規 

■ 

律之間的关系的問題一仍然曖昧不明。数学与邏輯之間的关系 

問題也沒有对讀者說淸楚。要知道，像“ 一”、 “二”等这样一些槪念 

能够用邏輯的詞項来表示，它們仍然是个別的槪念(幷未 i 成可以 

把任何的个別槪念放到它們的位置上的变数)！此外，旣然主張 t 

只要把无穷性公理包括在邏輯中，就可以把算术看成邏輯的一部 

分，那么甚至对讀者也会造成一神印 象:这 个問題本质上是无意 X • 

的， mn , 依照定义，把数学的墓本槪念和公理包括在邏輯中，那么 

数学,或者至少是它的某一部分，自然将是邏輯的一部分* 

■ 

这里我們不可能把我們认为需要批判或者詳述的地方——細 
說。幷且，大多数場合，这需要先熟悉书的芷文。因此，在这些地 
方，編者认为給以附注#比較妥当。这里我們只談一个具有原則意义 
的問題。 

从辯证唯物主义观点看来，实踐不是在理論之外的某种东西。 
理論依賴于实踐，瘕如它不为实踐所证实，它就沒有意义。归根結 


底，只有一个眞理的标准 


实踐的标准。假如形式邏輯的证明 


使我們相信数学命題的眞实性，那么这是由于借助于这样的证明， 
所給命題的眞实性归結为：⑴其它一些命題即被当作公理的那些 
命題的眞实性，所給命題的食实性归根結底是由于这些命題的眞 
实*陡;及 (2) 在证明中所用的邏輯推論方法的正确 性。. 两个問題都 


須由实踐来解决。列 宁說： “人的实踐活动必須亿万次地使人的 
意識去重复各种不同的邏輯的格，以便这些格能够获得公理的意 


①在苏联学者波茨瓦尔(瓦 A . Eo ^ flap ) 手中，邏輯的这种了解成为解决邏輯的 
和集合論的諄論的有效方法。 






列宁: 《哲学笔記》，人民出版社1956年版，第 175— 176頁 # 

«列宁全集》第14卷，人民出版社1957年版，第143頁 # 

«列宁 全集》 第 I 4 卷，人民出版社1957年版，第 142— 143頁。 


义。”、① 

在另一个地方列宁 写道： “为我們的实踐所证实的是喉一的、 

最終的、客观的眞理 。”阶 誠然，实踐的标准不是“僵硬的”，从列宁 
的观点看来，优卓，而非缺点，正在于此，它保证科学无限发展的可 
能性。列宁說•.“ 当然， 在这里不要忘記， . —实踐标准实质上决不 
能完全地征实或駿倒人类的任何表象。这个标准也是这样的‘不 
确定’，以便不至于使人的知識变成‘絕—’，同时它又是这样的确 
定，以便同唯心主义和不可知論的一切变种进'行无情的斗爭。”③ 

但是塔尔斯甚的看法不是这样。讀到本书某些地方，使人不甶 
得产生一种 印象： 对于作者，理論和实踐几乎是两极化的对立面， 
它們可以是互不相容的<> 如果有人想使我們 相信： 造永动机和魔 
桌布在“理論上”是很重要的，但是“可惜”，“实踐上”这不能实現，. 
因为它違反能量守恒定律，对于这样的人我們說些什么？ —— 显 
然，我們反对这种提出違反物理規律的方案的“理論”。 

关于哥德尔 ( KG ^ del ) 的工作,作者 怎道, 哥德尔的工作证明， 
ffi 建立所有眞的算术命題都可用以证明的“形式系統”是不可能 
的。誠然，塔尔斯甚幷沒有由此做出什么明显的不可知論的結論来。 
他仅“限于”指出，用这一点就可以說明，为什么尽管完全性槪念对 
于演繹理論有非常巨大的 — 亨 i 空重要性，在实踐上它对于演釋 
理論的构造只发生很小的会“。4而他沒有談洳44尔所指的是 
什么样的“完全性”。这个槪念有各种不同的意 3 c ， 各个意义都不仅 . 
可以用，而且事实上已經用上了，但是，他根本沒有談到这些不同 
的意 X ，尽管像已經指出来的，在这个領域中这个槪念有一些有趣 


① © ③ 


俄釋本序言 


的結果 i 其卖，事情的实质在于，这里所指的是形式系統，形式系 

統只包括有穷个公理和推理規則，每个公理和推理規則由确定的、 

■ 

能行地实运算所构成。如果对“完全的”形式系統一語我們同 

* I 

时还作这样的 理解: 在其中所有用一定的詞項表示的命題，或:者是 
被证明或者是被否证，那么这意味着，問題是关于工具的构造，理 

n 

論上(和实踐上! ） 与之等价的能完全代替人的思維(应用到所討論 
的理論的命題上）的机器的构造。自然，任何一个馬克思列宁主义 
者不会想到反对創造任何能运算的机器，特別是运算繁重和令人 
厌倦的計算題的机器。然而他不会想到，也不会认为在实踐上无 
法实現的幻想的机器在“理論上是重耍的〃。① 


我們要指出，关于演繹理論的字手和宇孕号在理論上的 
熏要性，和它們在备种情形中（或对們 # 的^同 kkk 办法中）实 


际上实現的可能性，讀者在塔尔斯基的书中，无論如侖，找不到充 

〆 


% 


分的材料。这些問題的通俗說明实在也困难，而且每一項都要費 


不少的篇幅。我們只說一点，哥德尔定理幷沒有使算术无矛盾性' 
的一些证明，例如，我們在苏联数学象諾維科夫 ( n . G . Hobhkob ) 和 

/ 蝽. 

干称 ( Gentzen ) 的著作中見到的证明，失去 意义; 再者 5 甚至证明对 


于不論那一个普通邏輯的“形式 系統” 都不可解的問題的存在的 
一 些最抽象的結果也已經使人能够解决若干早已提出，然而迄今 

沒有解决的数学問題。③自然，不言而喩，在这里理論与实踐处于 

* - - 

①如果在某个时候以前还能认为数学学科与其它科学不同是 由于： 用数学科学 
語言表达的眞命題組成的整个无穷集合可以虫确定的、預先列举出来的而且容县撿驗 
的規則，即从有穷个、甚至不多的連常取作否理的規則得到，那么現在我們知道，対于 
通常的算术，这些期望看起来是不可实現的^算术完全不应锷到黑袼尔給它的那种輕 
視，黑格尔以为在这門科学中思維能够被自动机代替，这种意見馬克思和恩格斯从来 
沒有同意过 • 現在这—点得到了征明，尤其是从算术对于邏輯問題和数学方法論問題 
的应用是富有意义的这一事实上得到了证明。 

③这一类的一系列問題已力苏联数学家馬尕科夫 c A, A. MapKOB) 所解决。 


俄譯本序言 xvii 


統一之中，而不是与实踐对立的。 

% 

作者指出“未来的邏輯 学像所有理 論科学一样,本质上依賴子 

人类政治的和社会的相互关系納入規范，”自然，他是正确的。 

.伹是他以为，社会因素在职业学者的活动范圍之外，以及邏輯 

知識的傳佈可以自、然而然地促进人們之間更好的相互了解，这一 

■ 

点他是錯誤的。美国反动集团使科学的进步服务于帝国主义侵略 
目的的企图再一次证实，在科学周圍和在科学之中尖銳的政治和 

意識形态的斗爭是不可避免的，在这个斗爭中学者們不可能始終 

1 

是旁观者，而不无变成帝_主义和反动势力的帮凶的危險。 

■ . 

雅諾夫斯卡婭 


4 


初版序言 


根据許多門外汉的意見，数学今天已經成为一卩弓死 科学： 在达/ 
到不寻常的髙度发展水平以后，它已經在一神严格的完全性中僵 
化了。这是对情况的一种完全錯誤的看法。在科学硏究領域中現 
在很少有象数学那样經历着如此剧烈的发展阶段。而且，这种发 
展是极其多样 化的： 数学領域正在向一切可能的方向伸邊，它在 

钃 

髙、寬和深三方面都在成长着。它的髙度在成长着， H 为在数百年 
来 C 如果不是数千年以来的話）发展的旧的理論的土壤之上，新的 
間題不断地发生，而_所达到的結果越来越完全。它的寬度在成 
长着，茵为它的方法渗透到其他各种科学部門中，而其硏究的范圍 
日益囊括着越来越广泛的現象界，幷且越来越多的新的理論被包 
括在数学学 '科 的龐大的范域之中。最后，它的深度在成长着，因为 
它的甚础日益坚定地被建立起来了，它的方法日益完备 9 它的原則 
日益 巩固。 

本书的目的就是要向那些对于現代数学有兴趣、而不曾实际 
参与它的工作的華者們，至少在数学发展的第三个方面、即其在深 
度方面的成长提供一个最一般的观念。我的目的是要使讀者熟悉 
一种名为数理邏輯学科的最重荽的槪念，这門学科是为了把数学 
建立在更坚固、更深刻的基础上創造出 来的； 这一个学科，虽然它 
的存在只有短短的一个世紀，却已經达到了嵩度的完全性的水平 ， • 
而且在我們的知識的总和中它今天所起的作用远远超越于其原定 
的范圍。我的目的是要表明，邏輯的一些槪念滲透到数学的整体 

4 ^ 

中，它把所有的专門的数学槪念了解为特殊事例，幷把邏輯規律恒 



初版序言 


应用于——自觉的或不自觉的——数学推理之中。最后，我試图 
提出构造数学理論的一些最重要的原則一这些原則也构成另外 
一种‘科、数学方法論的主題 —— 幷指明怎样在实际上着手应用 
这些原則。 

I 

在这一本相当小的书的范圍中，不假定讀者有任何专門的数 
学知識或抽象的推理的任何专門的訓练，要彻底地实現这全部計 
划是不容易的。在这一本书中，必須从头到尾力图把最大的可理 
解性和必要的簡明性以及經常注意避免錯誤或从科学观点看来的 
粗糖的不精碑性結合起来。其所用的語言必須甚尽可能少_脫离 
日常生活的語言，必須放棄使用专門的邏輯符号，虽然这种符号 

4 

是使我們把簡明性和精确性結合起来，幷使我們尽可能地棑除含 
混和誤解的可能性、从.而在一切精細的思考中具有很大用处的极 
其宝貴的工具。必須把桌統地处理的观念从一开始就放棄掉。在 
出現的很多問題之中只有少数能够詳細地討論，其他一些問題仅 

4 

仅肤淺地接触到，还有一些問題則完全忽略过去了，幷且我意識 

〆 

到，所討論的題目的选擇不可避免地表現了或多或少的任意性。对 
于現代科学还沒有采取任何确定的态度，而是提出了許多可能的、 
同样正确的解答的那些事例，不可能客观地把所有已知的見解都 
提出来。不得不作出支持某一确定見解的决定来。当作出这种决 
定的时候，寧是十分小心的，不是首先使之符奋于个人的兴趣，而 
是宁取一种尽可能簡单的幷且适合于普通表达方式的解法。 

我幷不幻想我已經成功地克服了这些以及其他一些困难。 


序 



' 本书是我的《論数理邏輯和演繹方法》(該书1936年最初用波 
兰文出版，又于1937年出版了确切的德文譯本——书 名是: 《数理 
邏橋和数学方法論导論》)一书部分修正了的和扩充了的版本。最 
初写这本书，是企图把它当作一本通俗的科学著作;其目的是向受 
过相当敎育的普通讀者提供一"用把科学的格性和最大的可理 


解性結合起来的方式一集中于現代邏輯的强大的現代思潮的一 
个淸楚的观念。这个思潮最初是从多少受到局限的巩固数学甚础 
的任务发生的、。可是，在現阶段它却具有远为广泛的目的。因为 
它試图創造出可为人类知歌的整体提供一种共同基础的統一的槪 
念工具。此外，它有助于使演繹方法完全化和敏銳化 ，这种 演繹方 

b 

法在某些科学中被当作确立眞—的唯一的允許的方法，而且，的 
确，它至少在一切智力活动的領域內，是从被公认的假設中推导出 

i 

綠論来的必不可少的补助的 n : 具。 

根据对波兰文版和德文版的反应，特別是某些評論者的建議， 
产生了一个想法，要使这个新的版本不仅仅是一本通俗的科荸著 

I 

r 

作，而且也是大学里的邏輯和演釋科学方法論的初級課程可以作 
为藍本的敎科书。由于在这个范圍內合适的初級敎科书相当缺 


乏,这一尝試就显得更为合适。 

. 为了要进行这神尝試,必須在书中作某些改变。 . 

在前几版中，把某些最墓本的問題和槪念完全忽略过去或仅 
仅略微触及，这或是由于它 ira 比較地具有专門性，或是为了避免一 




些具有爭論性的論点。像这样一些題目，例如•:在邏輯的有系統的 


% 



发展中和在日常生活的語言中某些邏輯观念的用法之間的区別， 

证明語句演算的規律的一般方法，語詞与其名字之間的明确区別 

的必要性，全类和空类的槪念，关系运算的基本观念，以及最后，作 

为各科学的一般科学的方法論槪念。在这一版中，所有这些題目 

¥ 

都討論到了 C 虽然所有这些題目# 赤同等 詳尽地討論了的），因为 
我似乎觉得在現代邏輯的任何一本敎科书中，不談这些題目就会 
造成一神根本的缺陷。因此 ，本书 前面的几章，即槪論部分或多或 
_地扩展了;特別是第 II 章，即专門討論語句演算的一章包含着很 

多新材料。对于这几章我又补充了許多新的练习，幷且增加了历 

► * 

史的綫索的資料。 

在前几版中，专門符号的应用是縮戚到最低限度，而在这一版 
中我以为有必荽使讀者熟悉邏輯符号的墓本知識。伹是，实际上 
这种符号輛应用仍然受到很大限制，幷且大部分限定在练习中。 

♦ I 

-在前几版中，为了說明一般的和抽象的思考而引出例子的主 

要領域是中学数学；因为我过去和現在都认为，墓本数学 、 mm 

■ 

代数，由于它的槪念的簡单性及其推論方法的一致性,特別适合于 
例证邏輯的和方法論性质的各种基本現象。伹是，在这一版，特別 
是在新补充的篇 幅中， 我經常从其他領域、特別是从日常生活中举 

出了一些例子 。•— 

. • 

除了这些增补以外，凡是学习者們較难以掌搔的某些部分我 

也都重新写过了。 , 

» 

本书的基本面貌仍然沒有改变。初版的序言 （其 主要部分重 

新发表在前面)将会为讀者提供一个本书的一般性的观念。然而， 

. 

也許有必要在这里很淸楚地指出来讀者在这本书中所找不到的是 
一些什么东西 。 

第 一 ，本书不包括邏輯的、系統的和严格的演繹的陈述；这样 


一种陈述显然不在一本基本的敎科书的范圍之內。我原来企图在 

这一版中增加一章，名为 f P 學乎 5 这一章——作为包 
含于第 vi 章中的一般方“二岑 “ bS ——会为邏輯的某 

些墓本部分的有系統的发展提供一个綱荽。由于种种原因，这个 
企图未能实現 > 但是我希望包 括在第 vi 章中的关于这个題目的几 
个新的练习在某种程度內将会补偿这个省略。 

第二，除了两处很少的篇幅以外，这一本书沒有提供关于傳統 
的亚里士多德的邏輯的知識，幷且不包含从之引伸出来的材料。伹 
是，我相信这里給予傳統邏輯的篇幅是充分符合于它在現代科学 

n 

中已經戚低了的微小的作用的；而且我还相信我这个意見将会得 
到大多数現代邏輯学象的贊同。 

最后，这一本书不涉及屬于所謂經驗科学的邏輯和方法論的 

* 

任何問題。我必需說，我傾向于怀疑，作为与一般邏輯或“演繹科 
学的邏輯”相对立的任何特殊的“經驗科学的邏輯”究竟是否存在 
(至少，按照“邏輯”一詞在本书的用法——这就是說，它是一种学 

i 

科的名称，迳种学科分析一切科学所共有的一些槪念的意义，幷 
建立支配这些槪念的一般規律)。伹是这与其說是一个实际的問 
題 r 还不如說是一个术語的問題。总之,•經驗科学的方法論构成科 
学硏究的一个重要領域。当然，邏輯的知識在这种方法論的硏究 

中，正如在任何其他学科中的情况一样，是宝貴的。可是，必須承 

_ 1 

认直到今天邏輯槪念和方法在这个頜域內幷未得到任何特殊的或 
有成效的应用。幷且至少这个情况可能不仅仅是現阶段方法論硏 
究的一个后果。可能，这是由于下述情况所 引起： 为了对方法論作 
适当的論述/必須把經驗科学作为不 R 仅是一神科学理論——就 
是說，作为按照某种規則所排列起来的确定的命題体系——而且 
是部分的由这样的命題和部分的由人类的活动所构成的复合物。 


\ 




还必需补充說，与这种經驗科学本身的髙度发展显著地相反，这些 

科学的方法論很难夸耀有相应的确定的成就 尽管已經作了很 

大的努力。甚至这个領域所涉及的初步槪念澄淸工作也还不曾进 
行得令人滿意。因此 5 經驗科学的方法論課程必定具有一种有別 
于邏輯課程的完全不同的性质而且它必定是大部分限于对試驗 
性的探索和失敗的努力的估价和批評。由于这些和其他一些理 

r 

由，对于把邏輯和經驗科学方法論的討論結合于同一个大学課程 
之中，我认为徂少合理的根据。 

关于本书及其用作大学敎科书的安排方面有几点說明。 

本书区分为两部分。第一部分是邏輯和演繹科学方法論的一 

般的导論；第二部分，借助于一个具体的例子，表明邏輯和方法論 

在数学理論的构造中的一种应用方式，幷因而为消化和深化在第 

—部分中所获得的知識提供一个机会。每一章的后面都附有相当 

的练习〗簡明的历史的綫索写在脚注中。 

記有屋标“ * ”的部分、甚至于整节，不論記在开始或末尾，都 

包含着較难的材料，或者假定讀者已熟悉包含着这样的材料的其 

他篇章 3 省略掉这些部分对于本书以下一些部分的理解木会有什 

么妨碍。这也适用于凡在号碼前記上一'个星标的各个练习。 

本书包含着足够全年課程用的材料。不过，它的編排也使它 

词样适用于半年的課程。如果把它用为哲学系的半年邏輯課的課 

本，我建議学习整个第一部分、包括較难的部分在內，而完全略去 

第二部分。如果把本书用为数学系的半年課程——例如， 数‘基 、 

础課一-的課本，我建議学习本书的两个部分，’而略去較难的部 
分。 

b 

无論如何，我願意强調4、心地和詳尽地作好练习的重 要性； 因 
为它們不仅有助于对所討論的槪念和原則的消化，幷且也还触及 



xxiv 


序 


言 


正文中沒有机会討論的許多問題。 

* 

如果本书对于邏輯知識的更广泛的傳播有所貢献的話，我将 
威到很快乐。历史事件的进程已經使現代邏輯的一些最杰出 的代- 
表集中在这个国家（指美国——譯者），幷因而为邏輯思想的发展 
在这几創造了特別有利的条件。自然，这些有利的条件可能很易 


于为其他更强有力的因素所抵消。显然，未来的邏輯学，象所有理 

I 

論科学一样，本质上依賴于人类政治的和社会的相互关系納入規 


范，因而依賴于一种超越于职业学者的控制的因素。.我幷不幻想 
邏輯思想时发展会对于人类关系的正常化过程特別起很重要的作 
用；但我相信，遽輯知識的广泛傳播可以积极地加速这个过程。因 
为 ，、一 方面，由于使槪念的意义在其自身范圍內精确幷一致起来， 
以及由于强調这样的精确性和一致性在任何其他領域中的必荽 


性，羅輯就使凡是願意很好地了解的人們都可能彼此很好地了解。 
幷且，另一方面，由宁思想工具的完全化与敏銳化，它使人們更有 
批判性——因而他們就不大容易为所有伪推論引入歧途，現在在 
世界各处他們不断有被这种伪推論引入歧途的危險。’ 

我衷心威謝海尔麦 ( O . Helmer ) 博士的 帮助，他把德文版譯成 
了英文。我願意对于霍夫斯塔德泰尔 （ A . Hofstadter ) 博士、克拉 


德尔 ( L . K . Kxad er ) 先生、納盖 ( E . Nagel ) 敎授、蒯恩 ( W . V . Quine ) 

敎授、怀# ( M . G . White ) 先生、特別是麦克鏗赛 ( J . C . C . McKin - 

sey ) 博士和溫納 ( P . P . Wiener ) 博士表示最热誠的咸謝，当我准备 

英文版时，他們慷慨地提出了意見幷給予帮助^我也感激阿罗 ( K . 
J- Arrow ) 先生，他帮助閱讀了校样。 . 

塔尔斯基 

1940年9月于哈鐵大学 • 

未书是英文第一版的影印本，不可能在其中作很大的改动。 


不这，印錯的地方已經改正了，幷在細节方面作了一些 改进。 对于 

讀者和評論者的有益的建議，我表示感謝，我特別咸激秦 (Louise 

H . Chin ) 女士，因为她帮助准备了这一版的由版。 

■ 

塔尔斯基‘ 

1945年8月于加里福尼亚大学， 

貝克萊 
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第一部分邏輯的元素，演繹方法 


( I )論变項的用法 


§1. 常項与变項 


每一种科学理論都是許多語句組成的系統。这些語句都是被 
断定为眞的，可以叫做定律或了或者；就簡单地叫 
做令在数学中，这些語句‘二則(在第 VI章中将詳 
細^‘这些原則）一个接着一个地排成确定的序列。在数学中，这 


些語句的正确性都要建立起来。建立語句的正确性，就叫檄平¥。 
被证明过的語句，就是我們所謂竽 * * * 

在数学的定理与证明 中出現 語詞和符号，可以分为常項与 

着 着 


变®。 

* * 例如在算术中，我們常碰到这样的語詞,如“欽 5 % “零”（“0”)， 
“一” （“1”），“加”（“ + ”）， … 。①这些語詞都是常項。它們都有确定 


的意义，而且在运用它們的过程中，它們的意义一直不变。 






在算术中，我們习慣于将单个的英文的小写字母V% “办”, 
…，“: T”，“y”， 用作变項。同常項相反，变項本身都是沒有 


/ 


，.①“算术 * 这个詞，我們是用来表示数学中硏究数的一般性质：数与数間的关系 
与数的运算的那个部分。特別是中学所讲的数学中，“算术”也常常叫取“代数”。我們在 
这里所以耍用 “算术 ”这个語詞，是因为在高等数学中，“代数”是用来表示关于代数方 
程式的理 論的。 （在这些年來“代数”送語詞又用成一个更寬的意义^它仍然是与 ** 算术 * 
的意义不同。）**数”这一語詞在这里总是用來表示数学中的实数，这就是說，数是包括 
正整数、分数、有理数、无理数、正数与負数，但却不包括虛数或复数。 
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第一部分邏輯的元素，演繹方法 


意义的。对于下面的 問題： 

’ 零是否有某一种性质？ 

例如： 零是一正整数鳴？ 

我們是可以給以肯定的或否定的回答的。我們所給的答案可以 
对，也可以錯。伹是，无論如何，这些問題是有意义的。但是，相反 
的,下面关于工的 問題: 

工是一正整数嗎？ ， 

便是一无意义的問題，我們也不能給一有意义的回答。 

* 

在有些初等数学的敎科书中，特別是較老的初等数学的敎科 
书中，我們有时碰到一些表述,好像我們可以給这些变項以独立的 
意义似的。因此，就有人說•.“…这些符号，也指示某些数 . 
或量；“工”， y ”， …虽然不是指示“常数 ” （“constant numbers ”） 

(常数是由常項如 “0”，“1”所指示的)，伹是它們却指示那些所謂 
“变数 ” （“variable numbers ”） 或“变量 ” （“variable quantities ?! ) a 

这种說法是出于一神极大的誤解。“变数” z 不可能有任何确定的 
性质。例如，它不是正数，也不是負数，也不等于零。或者說，工的 
性质是随着情形不同而变化的;有时它可以是正数，但有时又可以 
是負黪，有时又可以等于零。这样一种东西，在我們的現实世界中 
根本是找不着的。这样的枣西如果存在于現实 世界* 那将会是違 
背我們思想的根本規律的巧。因此，将符号区分为常項与变項，幷 
不表示在数方面也可以区分为常数与变数、 


§2. 包含变項的表达式- 
語句函項与指示函項 

I 

* 

* 

由于变項本身是沒有意义的，所以，像 

00 是一正整数 


( I ) 論变項的用法 


3 


这样的一句話，也就不是諝句，虽終它們具有語句的文法形式。它 

們幷沒有表示一个确定的断定。因之,我們旣不能肯定它們，也不 

■ 

能否定它們。我們用一个表示一个确寧的数的常項来代換 ( 

. $是一正整数 1 

中的“/’，只肴塔时，我們才能得到一个語句。例如我們用符号 

去代換 “X”, 結果得到一眞語句；若用“+’ ; 去代換“/’，結果得到一 

假語句。这样的一个表达式，在这个表达.式中包含有变項，同时如 

果用常項去代換这些变項，/这个表达式便变成了一个語句 一一 这 

样的一个表达式，我們将它叫做一个罕，序这里順便提到一 

下， i 学家是术很喜欢用“語句函項”这^^名*詞*的，因为他們把“函 

項”这詞用作另一个意义。他們較多地将“条件” ( condition ) 这一 

語詞，用成我們所說的“函項”的意义。完全由数学符号(而不由日 
_ 

常語言中的語詞）所构成的語句函項与語句，例如， " 

I 

: r + y = 5 ， 

数学家常常叫它做 ff ：。 在不会引起誤解的地方 5 我們有时将“語 
句函項”簡单地就叫語句”。 ’ 

• 在一个語句函項中的变項的作用 r 可以很拾当地雄做塡空白 
.題目中的那些括弧所形成的空白。正如只有当空白： k 我們塡土以 
后，題目才得到一个确定的內容一样，一个語句函項只有当变項都 
被常項所代換以后，才变成一个語句。在一个語句函項中，.用常項 
去代換变項——相同的变項用相同的常項去代換* — 其結果可从 
得出一个眞語句；在这种情形下，我們就說，常項所表示的事物 
，早这个特定的語句函項）例如1，2与2 +这几个数瀹卑下面这， 
冬‘ 句函項 ： 

* 工 <3; 

伹是， 3 ,4与4-纟这些数就不滿足这个語句函項。 . 


# 
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( 除了語句函項，还有別的包含变項的表达式値得我們注意，那 

，就 k 学亨—或手—个指示函項或摹状函項是这样的表 
达式，它所含变項換为常項，那么，它就变成一个指示 
詞或暮状詞,例如表达式 ： 

■ 

2*2：+ 1 
ft 

便是一个指示函項，因为，如果用一个任意的数値常項 (即 是說，表 
示一个数的常項，如 “2”） 去代換变項“工”，我們便得一指示詞 C 或 

f 

幕状詞），此示詞表示一个数(如5)。 ' 


在算术中所見的指示函項中，包括了所有的所謂代数式，这些 


代数式是由变項、数値常項与南种墓本算术运算的符号所构成的， 

• • 

' 

例如： ， 、 





■j 


: r + 1 

y +2 




但是，另 一 方面，代数方程式，即是用 “ ”将两个代数式联起来而 

I 

成的公式，却是語句函項。在数学中，关于方程式有一套习用的术 
m . 在方程式中出現的变項，叫做未知数。那些能滿足这方程式 

K 

的数，叫做涔方程式的根。例如，在方程式： 

， x 2 .+Q = bx 


中，变項“工”是未知数，而数2,3是这方程式的根。 

关 f 用于算术中的变項“工”， “ y ’， …，我們說它們代表那些表 

着 ♦着 ■•參 


示数的指示詞，或者說，数是这些变項的値。这話的大意是說•.如 




果用表示数的常項(而不是用表示数的运算的表达式，或表示数与 
数之間的关系的表达式，或在算术范圍之外的几何图形、动物、植 


物等肄) ㊁ 去代換一个包含“/’， “ y ” …这些符号的藉句函項中的 
- 这些符号，那么，这个語句函項就变成語句。同样的，用于儿何中 
的变項，是代表那些表示点与几何图形的指示詞。在算术中，我們 


華 







奢 


論变項的用法 


! 


1 


所碰見的指示函項，也可以說是代表关于数的指示詞。有时，我們 
簡单 地說： “ X ”，“: y ” …这些符号，或由这些符号所枸成的指示函項， 

* 是表示数或是数的指示詞。佴是，这只是一种省略的說法 ㊂ 。 

% 

I 

§3. 应:用变項形成語句——全 
称語句与存在語句 

除了用常項去代換变項以外，还有一个方法，可以使我們由一 
个語句函項得到一个語句。 t 让我們来硏究下列 公式： 1 

工卡; y = y 十工 

0 

这是一个包含两个变項“：的語句函項，任何两个任意数都可 
以滿足这个方程式。如果我們用任何两个数値常項去代換 “ f ，、 

“ y ”， 我們总是得到一个眞的公式。我們用下面这句簡单的話表示 
上面所說的情形/ * 

对于任何数: r 与 y ，. x + y ^= y - hx 0 
这已經不是一个語句函項，而是一个語句了，而且还是一个眞語句 
了;它是算术中最墓本的定律之一，即所謂加法的交換律。.数学中 
的那些最重荽的定理都同样是这样表示的，即一切所謂全称語句,. 
或所謂具有普遍性质的語句，这些語句断定某个范疇中的任意事 

鲁春 

物(例如，在算术这个范疇中，任意的数)都具有一种如此如此的性 
质。我們必須注意的是••在表示全称語句时，“对于任何事物（戎 
数）芩这样的短語常被省略掉，而是需要我們在思想中加进 
去的。例如，算木的加法交換律，便只表示.为下面的簡单形式 •. 

这种省略的 〶式， 已成了大家的习慣用法，我們在以后的討論中, 
一般雄 也要采取这种用法。 

it 我們硏究卞面这个語句 函項： 
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工〉 y+i 

幷不是任何两个数都能滿足这个公例如，假設我們用“3”代換 
“ X ”，用“4”代換 “ y ”， 我枘便得到 

v 3>4 + 1 

这是一个假語句。 a 此,如杲有 人說： 

, 对于任何数文与; y ， ： r >： v + l ， 

那么，虽然他說了一个假語句，龢而却无疑是一个有意义的語句。 

♦ • ' 

但是，另一方面，也有許鲞对的数滿足上面这个語向函項。例如， 

f 

卹果以 “4”与“2”分別掉換“1”与“，及得到 

n 

I • 

4>2 + 1 ' i < 

这个眞的公 式。 ' 

上述这种情形:一某些两个数能滿足 Oy + i 这个公式——， 

• ^ 

可以簡单地表示如 下：、 : 

, 有数2与 y ，^> y+i 

或者用一更常采用的 形式： • I ' 

*K 

. 有数工与: y ， 使得 Oy + l 。 

上面这些表达式都悬眞語句，它們就是 f 夸—，歲具有存在性质 
的語句的例子<；这种語句表示具有某某拿物(如数)的存 

; p 

在。 ^ 

应用上述方法，我們可以从任何語句函項得出 I 語句,但是，所 

_ -* 

得出的語句是.眞或是假，却要根据这語句函項的_容来决定。現 
在用下面的例子作进一步的說明。 

X — X + 1 

这个公式是任何数都不能滿足的。因而，不論我锕在它前面加上 
“对于任一数: r ”， 或加上“有一数結果所得出的語句，总是假 

' i 

的。 ^ 




和全称語句与存在語句相对,我們将不包含任何变項的語句， 
例如， 

34-2=^24-3 

叫做乎亨 — 将語句分为三类——全称語句、存在語句与 
单称这冬分类幷不已經穷尽一切可能，因为有很多語句 

、 n 

不能分屬于上面三类中的任何一类。例如，像这样的 語句： • 

广 i 

对于任何数工与; y ， 有一个数％，使得 

/二: y 十之 ㊃ 

这样的語句，我們叫它做孕号宇—，(以区別于前面所讲的存 
在語句。前面所 k 的存在 •“ A + ikA 廠亨亨亨亨:宇 — p 。 这 
样的語钧断定有具有某性质的数的存在，伹4菇土44二冬条件， 
即:有別的数 ( x ， y ) 的 存在。 


§4. 全称 Jt 詞与存在;■詞；自由 
变項与約束变項 

p 

0 

下列这些短語： / 


与 


对于任何: c ， y ， … 



有 y ， y ， …，使得 

J 

都叫做学前者叫做孕$亨¥，后者叫做夸宇等 fl 。 量詞也可 
以了解4 奉 。但是，•有•些•作 *3 &运算子的表•达•式•，岛不是量詞。 
在前一节經試图說明两种量詞的意义。为了表明它們的重 
荽意义，应当着，重指出••只有明显地或隐含地应用运算子 5 才能使 
—个包含有变項的表达式变为一个語句，哪就是說，变为一个确逄 

的命題。在数学定理的表述中，如果沒有相应的运算子，变項的应 
用是不可能的©。 




第一部分邏輯的元素，演繹方法 


在日常語言中，虽然可以用变項，但是，我們却不习慣于用变 
項。由于同一的理由，在日常語言中也不用量詞。然而在日常語 
言中，也有一些語詞，这些語詞在一般用法上与量詞有很密切的联 
系，例如，了”、如果 % 我們注意到： 

1 • • , # •所有4又都是•会*死的 ' 

或， 有些人是聪明的 、 

这两个 B 常語言中的語句分別地与下面这两个用量詞 語句： 


对于任何 : r ， 如果： c 是人，那么: r 是 会死的 


与 


有一 A 使得工旣是人又母] t 明的 


具有差不多相同的意义》那末，日常語言中的“每一”、“所有”…这 
些語詞与量詞之間的联系，就很容易看出了。 

为了簡便起見，董詞常用一些符号来代替。. 

我們用 # 


来代替 


对于任何事物（或数) $， y ， 


««« 


我們用 




来代替 


有寧物（或数 )^， y ， …, 使得： 


按照这規定，例如，前一节末我們所举的那个条件飾存在語句，就 
可以用下面的形式来表 示：' 


(I) 


A 匸 EOr 二 y + z)] 







( I ) 論变項的用法 

(用 “ A ” 代替 ( 对于任 何数: r ， y ”， 用 “ E ” 代替“有一数; s ”， 幷将在量 

x%y 2 

詞后的語句函項放在括弧內。） 

、 如果我們在一个包含变項 “ wy ’ 5 …的語句函項前面，加 
上一个或几个运算子，而这一个或儿个运算子，又 1 包含了所有这些 
变項 ， 那么，这个語句函項便自动地变成了一个語句。伹是，如果 

I / 

在这一个或几个运算子中，沒有包含所有的变項，那么，这个語句 
函項，还仍然是一个語句函項，而沒有变成一个語句。例如，将下面 

对于任何数 x 、 y 、 z ， 

r 

有数使得， ' 

对于任何数 a 与有一数=，使得， ， 

以反等等这样的短語中的任一个短語加在 

, * 

— % 

的前面，那么，就得到一个語句了。但是，如果我們在2==^+艺前 
面仅仅 加上： 

有一数2：，使得 •.或 E . 

那么，我們还幷不能得到一語句;而我們所4出的那个表达式 ，即： 

(II) E ( 不 = 

无疑是一个語句函項， * ’ 

因为如果我們用两个常項去替換上面公式中的 X 、％而5：仍維持 
原样不动，或者，在上面公式前面加上 ' 

、 % 

、 对于任何$与： y ， 或 A ， 

那么，上面那个公式就变成了一个語句 

0 

由此，我們知道，在一个語句面，項中所可能出現的变項，可以 

分别成两种。第一神变 •項 ——可以叫做 | 宇字平或眞变項一一它 
在这个語 句函項 中的出現是肯定这个表4去4二个“爲®項而不 
是一个語句的决定性因素。为了、要使这个語句函項变成語句，就 
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I 

必須将这些自由变項換为常項，或在这个語句函項前面，加上包含 
这些自由变項的运算子。其佘的变項，叫做 P 乎字平或—字平，約 

束变項在一个語句函項轉变为—个語句中^不^变^/。 例 |如 # ，^上 
面( II )那个語句函項中，“: r ”“： y ” 是自由变項;出現两次，是一个 
^約束变項。又例如，上面的（ I )却是一个語句，它包含的变項，都是 
約弟变項。 • 

*在某一語句函項中出現的变項，究竟是自由变項还是約束变 
項，这完全决定于;这个語句函項的結构 5 即是說，完全决定于运算 
子的出‘現与出現的位置。这点由一个具4例子来看,最容易明白。 
让我們来硏究下面这个語句函項： 

• 丨 N 

( III ) 对于任何数工，如果工=0或： y 今0，那么，有一个 

^ ’数之，使得尤=少*名。 ， • 

. 在这个^項前面，有一个包含变項％”的全称量詞，因^此，在这个 

函項中出現.了三次的“ 〆 ’，在它出現的任何位置上，都 k 一个約束‘ 

变項。_—次出現的是在全称量詞內，而成为量詞的組成部 

分。第二、第三次出現的4”，都是被量項約束着。％”的情形也相 

4 « 

类似。因为，虽然 ( ni ) 的第一个量詞中沒有包含“ 〆 ’这个变項，然 
而，我們可以找出一个語句函項，这个語句函項是 CIII ) 的一个組 
成部分，同时，前面又有一个包含“ 〆 ’的存在量詞。 即是： 

( IV ) 有一个数 A 使得 

( IV )是 ( III ) 的一个部分，丙“/在( III )出現时，都出現在( IV )这个 
部分中。因为这个道理，我們說，在 ( n \) 中的任何地方，都是作 
为一个約束变項出現。在 （ m ) 中第 一 ^：出現，是在存在量詞 
中，是存在董詞的二个部分;第二次出現，是被存在量詞約束着。 

在( III )中还出現一个变項 “ y ”， 而( III )中却沒有包含的量 
詞，因而， V’ 在 an) 中是作为一个自由变項出現两次。 
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量詞能約束变項(这就是說，量詞能将在它后面的語句函項中 
的自由变項变成約束变項），构成量詞的一个最本质的性质。我 fff 
知道，有許多別的表达式也有与量詞同样的性质。它們中的某一 
些，我們将在§20与§22中讲到;其它一些,例如复分符号，在髙等 
数孥中起着重荽的作用。“运算子”是一个一般的名詞，用来表示 
一切具有这类性质的表达式。* 

I 

4 

§5. 变項在数学中的重要性 • 

* 

由§3里我們已知道，变項在表示数学定理方面是起着重要的 

t 

作用。 然而， 奔不因此就可得出：不用变項在原則上便不可能表示 

、 • 

軚学定理。但是，在实际的数学工作中，不用变項，就很难做到。 

_ 

因为；如果不用变項，屬是比較簡单的語句，都得用一个复杂而难 
懂的形式。我們用下面这个算术定理来作 說明： 

对于任何数 <3：与 y ， ： r 3 — Or — y ) • (工 2 + xy + y 2 ) 

这个数学定理 ，如 果不用变項，便只得这# 設：： 

I 

. 任何两数的三次羃的差，等 于此西 数之差乘下列三項之 
和： （1) 笫一数.的二次冪， （2) 第一第二数之和， （3) 第二数之 
二次冪。 

从思維經挤的观点来着，在数学的证明方面，变項更是重 

要@。讀者如果尝試一下，将本书以后所讲到的任何证明中的变項 

• . 

去掉,他便会相信我的話了 ~还必須指出，在本书下文中所可能遇 
到的证明，比高等数学各个 ―域中 的一般证明，要簡单得多。要想 
作出髙罅数学中的 AH 明而不借助于变項，将会遭遇非常大的困难。 

b 

还应当指出：由于变項的引用，我們才发展了一种如方程式方法 

* 

这样非常有效的解决数学問題的方可以毫不夸大地說，变項 
的发明，是数学史上的一个轉捩点。由于用变項，人类获得了一个 
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% 

工具，.这个工具，为数学科学的巨大发展与其邏輯基础的巩固鋪平 
了道路。① 乂 

_ 

练习 

' , . 

1 . 在下列表达式中，哪些是語句函項？哪些是指示函項？ 

( a ) x 是能被3除尽的； | 

( b ) 数: r 与 2 之和 3 

• I, 

(c) # y 2 — z 3 j 

( d ) y 3 = z 2 } t * 

(e) j： + 2<Cy+35 

♦ 

( f ) ( a : + 3) — (y + 5) 5 、 

m 

( g ) 戈 与之的 母亲; 

( h ) 工是 Z 蚱 母亲。 - / 

2 . 从几何学的范圍內，举出几个語句函項与指示函項的例子。 

v 

3. 算术中只包含一‘个变項（但这个变項在一特定語句函項中 
可以出現于几个不同的埤方）的語句函項，可以分成三类 ： （ i ) 任何 
数都滿足它的函項， （ ii ) 任何数都不滿足它的函項， （ iii ) 有些数滿 

• 足它，伹其他的数却不滿足它的函項。指出下面的語句函項屬于 

t ■ 

哪一类： ^ 

4 

(a) ^ + 2 = 5 + a: j 

( b ) , a： 2 = 495 

(c) (：y + 2) •(: y—2)<y 2 ; 

①在古代，希雎数学家与邏 g 就己經应用了变項，虽然只是在特殊的情况与 
很少的場合应用了它 • 在十七世紀初年，主耍由于法国教学寒維他的影响， A 們才开始 
罘統地、一¥应用变孭，将变項应用到数学的硏究上去^然而，直到十力;世紀末年，由 
- 于;1：詞这个概念的引用，变項在科学語言方面，特别在数学理論的表述面的功用，才 

被 A 們完全 u 識，这主要应归功于杰出的美国邏輯家与哲学家皮尔斯/ , 


/ 





(d) y + 24>36; 

, - ■ 

( e ) 之=0或之〈0或 t 

(f) : z + 24>2 ： + 36 。 

4. 从算 7^ 范圍內，举出关于全称定理、絕对的存在定理与条件 

、 

的存在定理的例子。 • 

t 

5. - 在語句函項 , ' 

^>y \ - 

前面，加上包含 “ x ” 与 “ y ’ 的量詞，便可以由此得出各种語句，如 •. 

对于任何数尤与: y ， ^> 3^3 
对于任何数有一数; y ， 便得：工 > y ; 、 

有一数 y ， 使得：对于任何数工， r > y 。 ' 

• . 

—共有六个可能情形，請一一表示出来,幷指出它們中聞哪些 
是眞的。 * ' 

, S .像第5題一榉，在語句函項 

娜 

, ^r + y 2 >l 

与 一 

_ a 是 y 的父亲 

, 

前面，加 上&种 量詞,幷指出哪些是眞的（假定后一語句函項中的 
与 “ y ” 代声人 名）。 

7•写出二个与下列語旬有相同意义的日常語句，幷且不包含 
量詞或变項： ' 

脅 

对于任何: T ， 知果 X 是狗•，那么，工有一个復好的嗅觉。 

• 蠢 

8. 用量詞与变項作出一个語句，这个語句与下一語句有相同 
的意义： 

有些蛇是4毒的。 • 

9 •在下 列各表达式中，分別哪些是自由变項，哪些是約束变 
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% 


項； 

( a ) $是能被 y 除尽的； ^ 

、 

(b) 对于任何工 ， x —y— + C~y)? 

Cc ) 如果 r <; y ， 那么，有一数％，使得 . 

* 与 ： y <^5 

( d ) 对于任何数 y ， 如果 y >0 ? 那么，有一数之，使得： x = yz^ y 
Ce )' 知果.% y >0, 那么，对于任何数 2 ：， —zS 
(0 知果有一数: y ， 使得 r > y 2 , 那么，对于任何数之， x >~ z \ 
再用§4里的符号代換上面表达式中的量詞。 

' *10 •，如 果将在9題 （ e ) 那个語句函項中两次出現的％”換为 
“ y ’， 我們便得到一个表达式，在这个表达式中的某个地位， “ y ” 是作 
为自由变項與現，在另一个地位，“; y ” 又作为約束变項出現 ^ 請指出 

“ y ” 在哪个地位是自由变項，在哪个地位又是約束变項,理由为何? 

■* 1 

(在一表达式中，同一个变項在有些地位上蠢約束变項，在另 

% 

一些地位上又是自由变項，运算起来便威觉困难;有些邏輯象有見 
于此，便避免用这样的表达式，幷且不将这种表达式看怍語句函 

f / 

項。） • 

， . 〆 

*11 •試作一个比較普遍的 說明： 在甚么条件 — F ， 二个变項在 

—給出的語句函項中的某一地位作为自由变項或約束变項而出 
現 ㊆ 。 ‘， 

I p 

’ 12 •指 出哪些数滿足下面的語句®項： . V 

有一数 y ， 使得工 = y 2 ， ， 

■ > 

哪些数滿足下面的語句函項 ： • 

^ 有一数 y ， 使得： r •:1。 ， 

r r 


•： v? ，各咕 _;: -tv 勹 ‘ nw^HTfi .^i u lOiiiw w iiriinmnseMw 
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( II )論語句演算 

§6. 邏輯 常項; 旧邏輯与新邏輯 

4 

每一門科学中所需要应用的常項，可以分为两种。第一种常 
項，就是某門科学所特有的語詞。例如，算术中指示个別的数、数 
的类、数与数間的关系或数的运算等等的那些語詞，都是屬于第一 
种常項。在§1中作为例子的那些常項，便是屬于第一神常項。另 
一 方面，还有一些在絕夫多数的算术語句中都出現的，具有非常普 
遍的性质的語詞，这些語詞我們无論在日常語言中以及在一切科 

I 

学領域中都会遇到它們，它們是 1 專达人类思想与在任何領域中进 
行推論所不可觖少的工具，如，“不”，“与”，“或”，“是”，“每一”， 
“有些” …… 5这些語詞都屬于第二种常項。于是，就有一門被认为 
是各門科学的基础的学問 3 即是邏輯。邏輯这門学問是要建立第 
二种語詞的确切意义,与关于这些語詞的最普遍的定律。 

邏輯很早就发展成一門独立的科学，甚至于此算术和几何都 
要早。經过一个几乎是完全停滯的长 时期， 这門学問直到 最近士 
开始一个巨大的 发展; 在这个发展过程中，它經历了一种彻底的轉 
变而成为一門具有与数学类似的性质的学問。这种轉变后的新邏 

輯，就是所謂亨亨零乎，或爭亨學乎，或亨亏手哼;有时我們也叫它 

做邏輯斯蒂很多 面 1 ^都^过旧邏輯，这不 
仅是由于新邏輯的基础的結实与所用的方法的完善，而且主要地 
是由于新邏輯所建立起来的丰富的槪念与定理。墓本上說，旧的 

n 

傳統邏輯只是新遞輯中的一个片断部分，而且这个都分，从其他科 
学，特別是从数学方面的要求看，是完全不重要的。因此，由于本 
书的目的所在，在本书的整个篇幅中将很少有机会来討論傳統邏 
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輯方面的間題。① 

§7. 語句演算;語句的否定 ，合 取式与析取式 

在具有邏輯性质的語詞中，有一小組重要的語詞，包括不”、 

“而且”、“或”、“ 如果… ，那么…”这样的語詞。在日常語言中 f 我們 

就很熟悉这些語詞，們应用这些語詞从簡单語句构成复杂語句。 

♦ 

在文法上，它們被归屬于所謂語句联詞。仅仅就这一个文法的性 

质說，这些語詞的出現幷不体現出一門专門科学的特殊性质。建 

立这些語詞的意 X 与用法，是邏輯的一个最初步的，也是最基本的 

■ ^ 

部分的±作——这个部分就是亨，亨等，有时也叫做今 學序亭 ，或 

不太恰当地，叫做序爭亨_。② • • • • 、 ••… 

現在我們要討 kkW 演算中的那些最重遠的語詞的意义 ®。 
借助于“不”这个字，我們可以形成任何語句的亨亨两个 
語句如果其中的一个語句是另一个語句的否定， 这& 冬“句就叫 
做在語句演算中，“不”字是放在擊个語句前面 
的/伹¥日¥語¥中，“不”字通常是放在动詞前面。在英文的日常 

4 

■ _ _ 1 _ 

①邏輯是紀元前四世紀希腊大思想家亚里士多德 ( Aristotle ) 創立的;亚里士多 
德的邏輯著作，都收集在 《工 具論》 ( Organon )— 书中。但是，数理邏輯的創立人，应該 
被认为焉十七世紀的德国哲学家与大数学家萊布尼茲。然而萊布尼茲的邏輯著作幷沒 
有能对于邏輯硏究的进一歩发展产生影响，有一个时期萊布甩茲的邏輯著作甚至湮沒 
无聞。艇1邏輯的继續发展，只是在十九世紀中叶，即英国数学家布尔的邏輯系統发表 
的时候才开始，他的主要著作是：《思想規律的硏究 KAn Investigation of the Laws 
oi Thought , 1854 年倫敦初版)。舜 臨在止 ，怀特海 ( A . N . Whitehead ) 与罗素的划 
时代的著作《数学原理 KPrincipia Mathematical 1910—1913 劍桥初版)仍;题輯 
学的最完善的表現。 - ' 

③历史上第一个語句演算系統，出現于德国邏晖家弗萊格 （ G . Frege , 1848— 
1兕 5 )氏的 著作: 《槪念符号 罙統》 CBegriffsschrift ) 中。’弗萊袼无疑池是十九世紀為僂 
大的邏輯学家 a 当代杰出的波兰邏輯家与邏輯史家路加西維契 d . Lukasiewicz )， 又成 
功地給予語句演算一个特別 簡单: 精确的彩式，弓 I 起了对語句演算的广泛硏究。 
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在任何时候，我們說出一个語句的否定，我們的意思是表示 :这个 
語句是假的。如果这个語句事实上是假的，那么，这个語句的否定便 
是眞的;如果这語句事实上是眞的，那么，这語句的否定便是假的。 
用“而且”这个詞将两个或两个以上的語句联合起来，結果便 

形成了一个合取式或邏輯积;被联合在合取式中的那些語句， P 斗做 

• • • « • » 

合取式的元素 ( member )， 或叫做邏輯积的因子 ( factor )。 例 如：如 

♦■攀♦峰# 

果将下面两个語句 


与 


2 是一正整数 


2<3 

这样联合起来，便得出下面这个合取式： 

' 2是一正整数，而且2<3。 

断定两个語句所构成的合取式,就等于断定这两个語句都是眞的。 
如果事实上这两个語句都瘙眞的，那么，这个合取式便是眞的；但 
是，只要这两語句中至少有一个語句是;假的,那么，这个合取式便 
是假的。 

用“或”字将两个或两个以上的語句联合起来，便得出一个这 

r 

S 語句的亨 ，后 者也叫做手乎亨。构成析 取式的 那些諝句 ? 叫 
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做析取式的元素或叫做邏輯和的麥加項 （ summand )。 “或”字在曰 
常 — 士两个不 ra Six , •—•个•是 f “或”,另一个 

或”。如果“或”字用成亨乎 @ 意 X ,•鈍 S ， 两个語句的 W 嵌 
S /只 表示这一个語句中至少岑語句眞，而对于这两个語句是 
否能同眞，沒有任何表示。如杲“或”用成另一个意义，即用成^ 
意义,那么，两个語句的析取式是断定：这两个語句中之二 
iiA ， 而另一个是假的。假定我們在书店里看到一个 通吿： 

* 教师或大学学生可以享受特別的减价优待。 

这里“或”这个語詞无疑地是用成第一个意 X ，因为这个通吿 
幷不想 表示: 是敎师同时又是大学学生的人不能享受戚价优待。另 
一 方面，如果一个小孩子要求上午带他去散步，下午带他去看戏， 
而我們这样答复他： 

不，我們去散步或者我們去看戏。 

这里的“或”这个語詞，很显然是用成第二个意义，因为我 CT 只想答 
应他的两个請求中的一个。在邏輯与数学中，“或”这个語詞总是 
用成第一个意义，即是可兼的奪义。因之一个两个語句的析取式， 
如果两个語句或至少其中一个語句是眞的，迻个析取式就被认为 
是眞的。如果两个語句都是假的，那么，这个七取式才是假的。例 
如，虽然我們知道有些数旣是正数又小于3,我們仍然可以 断定： 

^ 每一个数都是正数或小于3。 

耷了避免誤解，在日常語言和在科学語言中一样，我們最好将“或” 
这个語詞用成第一个意 X ,而当我們想要表示第二个意义时，使用 
“或者…或者”这个方式，这样是会有許多便利的。 

A 

p 

* 即使我們将“或”这个語詞限制 SI 可兼的意义，日常語言中的 

♦ I 

“或”的用法与邏輯中 的“寫 ”的用法还有很大的差別。在日常語言 
、中，用“或”这个爵詞联令鶴来的两个語句，总在形式上与内容上有 
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_ 

a 

某种联系。（“与”这个語詞的用法也是如此，不过程度較輕罢了 a ) 
这种联系的性质究竟如何,是幷不很淸楚的。对于这种联系要作 
一 个詳細的分析与說明，将会碰到相当大的困难。无論如何，不熟 
悉現代邏輯語言的人，很难认为下面这样的語句 

= 5或紐約是一大城. 

是一个有意义的表达式，当然更不会认为它是一句眞語句。在日 
常的英文語言中，“或”宇的用法是受了一些心理因素的影响的。在 
通常情形下，只有当我們相信在两語句中有一个是眞的，而不知道 
哪一个是眞的时候，我們才断定这两个語句的析取式。假如我們 
在正常的光綫之下看一片草地，我們就不会說 •. 这片草地是綠色的 
或是藍色的。因为我們能够說一.旬更簡单也更确定的話，即 是:这 
草地是綠色的。有时甚至我們认为:一个人如果說了一个析取式， 
这就表示会个人承认他不知道析取式中哪一个元素是眞的。假如 
我們后来发觉，这个人說那个析取式时明知道其中一个——特別 
是如果他明知道哪一个一元素是假的，那么 ，即 使这个析取式中 
的其他元素是眞的，我們仍然会认为这个析取式是假的。让我們 
設想，我們問一个朋友：你甚么时候离开? 他說： 今天或者明天或 
者后天。假使我們以后发觉，他在說这句話时，就已經决定了要当 
天离开，我們大半会认为，他是故意欺弄我們，他說了一句謊話。 

現代邏輯的創立者們在&“或”这个語詞引人他們的硏究領域 
,中时，（也許是不自觉地)要求簡化“或”的意义，&它变得更淸楚 
些，幷且独立于一切心理因素，尤其是独立于认識的存在或不存 
在。結果，他們便将“或”的用法放寬了,即使两个語句在形式上或 
內容上沒有联系，他們认为，这两个語句所构成的析取式还是一个 
有意 X 的整体。因此，近代邏輯家使一个析取式的眞假^―和一 
个否定式或合取式的眞假一样——仅仅决定手这个析取式所包含 
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的元素的眞假。因此，我們如果从現代邏輯所給予“或”的意义来 
看，那末，下列表 达式： 

2*2 = 5 或紐射是一个大城市 

就是一个有意义的語句而且是一个眞的語句，因为这个析取式的 

i 

第二个元素确是眞的。同样，假如我們的朋友在答复他付时离开 
这个問題时，他所用的“或”字也是严格的邏輯意 义下的 “或”，那 
么，我們必須认为他的答复是眞的，不管我們对他的动机有如何想 
法， ^ 

§8.癱函式或条件語句;实质蘊 p 

如 果我們用“如 果…， 那么 ，”将两个語句联接 fe 来，我們就得 

到一个复合語句，这个复合語句，就叫做一个—或年疗亨，。 
“如果，，所引导的那个附屬子句，叫做穿吁 ( antecedent ) 5 # “一•束 ； 所 
引导的那个主荽子句，叫做 ( consequent ). 我 們断定一个蘊 
函式时， 我 們就是断定：前眞而后件假这样情况是沒有的 。因 
之，在下列三+情形的任一情 形下： 

(1) 前件与后件都眞， 

f 1 

(2) 前件假而后件眞， 

C 3) 前件与，后件都假， - 

一个蘊函式都龛眞的。只有在第四个可能的情形下，即前件眞而 
后件假，整个的蘊函式才是假的。由此可以得 出：如 果一个人承认 
一个蘊函式是眞的，幷且又承认这个蘊函式的前件是眞的，那么， 
他就必得承认这个蘊函式的后件是眞的；同时，如果一个 X 承认一 
个蘊函式是眞的，幷且又否定这个蘊函式的后件，认为它是假的， 
那么，他就必得否定这个蘊函式的前件，认为它是假的。 

* 同析取式的情形一样，邏輯中的藕函式的用法与日常語言中 
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的蘊函式的用法有相当大的差別。在日常語言中 5 只有当两个語 
句有某种形式与內容上的联系时，我們才用“如果…那 么…” 把这, 

两个語句連接起来,我們很难一般地’說明这究竟是一种什么联系， 

* 

只在有些情形下，这种联系的性质才比較明显。这种联系常常和 
某种确信結合在一起，这个确信 就是： 后件必然可以由前件而推 
出，也就是說，如果我們假定前件是眞，我們就会不得不假定后件 
也是眞（甚至可能确信，我們可以根据某种普遍定律从前件中把后 
件推出来，虽然这个普遍定律我們不一定能明确地說得出来)。同 
样，在这里也表現出一个外加的心理的 因素； 通常的情形是：只有 
当我們对前件和后件是否眞沒有确切的认識时，我們才作出或断 
定一个蘊函式；否則，用一个蘊函式似乎就很不自然，幷且会引起 
人怀疑到它的意义和眞实性。 

下面的例子可以作为一个說明。让我們来考虑下面这个物理 
定律 •. ' 

一 切金屬都是有延展性的。 

让我們用包含变項的蘊函式将这个定律表示如下 5 、 

I 

如果^是金屬，那么，工就是有延展性的。 

我們如果相價这个普遍規律是眞的，我們也就相信这普遍定律的 
特殊例证也是眞的，即是說，也就相信，用表示任何物质如铁、粘 

I 

土、木头的語詞去代換尤而得出的藴函式也是眞的。用铁、粘土、 
木头代換上面那个普遍規律中的: T , 便得到下面的 語句： 

, 如果铁是金屬 ，那么 ，铁是有延展性的， 

如果粘土是金屬，那么，粘土是有延展性的， 

如果木头是金屬，那么，木头是有延展性的。 

而事实上也的确是,这样代換所得的語句，都滿足了一个眞的蘊函 
式所要求的条件，即：沒有前件眞而后件假的情形。此外，我們还 
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可以注 意到: 这些語句中的前件与后件之間有一种密切&联系 ， d 
个联系的形式的表現就是前件的主詞与后件的主詞是同一的。幷 
且我們还确信•.如果假定这些蘊函式中的任何一个蘊函式的前件， 
例如，铁是 金屬， 是眞的，我們就可从这个前件推出它的后件，例 
如，铁是有延展性的，因为我們可以訴諸于这样一个普遍的規律即 
一切金屬都是有延展性的。 

I 

伹是，虽然这样，上面所談的語句中有几个語句，从日常語言 
的观点看来，似乎是不自然幷且可疑的。对于上面那个普遍的蘊 
函式，或对于用某些語詞，（这些語詞所表示的东西是金屬与否，或 
有延展性与否，我們根本不知道，）去代換那个普遍蘊函式中的“2” 
而得出的語句，我們不会觉得它不自然或可疑。伹是，如果我們用 
“铗”去代換“: T ”， 我們得出一个語句，它的前件与后 件我俩 都知道 
是眞的;在这种情形下/我們就不会去用一个藕函式，而喜欢用下 
面这个表达式 ： 

因为铁是金屬，所识铁是有延展性的。 

同样，如果用“粘土”去代換“工”，我們得出一个前件假而后件眞的 
蘊函式;在这种情形下,我們也不会去用一个蘊函式，而 会說： 

虽然枯土不是金屬，宅却是有雜展性的。 

最后，如果我們用“木头”去代換“/’，結果得出一个前件与后件都 
假的蘊 函式; 在这种情形下，如果我們述想保持“如果…那么…”这 
个蘊函式的形式的話，我們就会要改变动詞的語气，說成： 

如果~木头竟是金屬，那么木头将該是有延戾性的了。. 

, 但是，由¥考虑到科学語言的种神要求，邏輯学家对于“如 
果…那么 …”这 个短語采取了 _他們对“或”这个語詞所采取的同 
一态度。他們决定簡化幷且明确“如果…那么…”的意义，幷使 

晒 

“如果••那 么… ”摆脫种神心理的因素。为此，他們放寬了“ 如果… 


- •: - ■-(. v v x. ： k' j 4'^v Vf? 鲈 : .堆 Suited ■拎 々 gtaar./fta - 
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那么…”的用法；即使一个蘊函式的前件与后件沒肴任何联系，他 
們仍把这个蘊函式看作是一个有意义的語句；同时，他們使一个蘊 
函式的眞假完全决定于它的前件与后件的眞假。这种藕函式，就 

晷 

是当代邏輯中所謂的实质藏函 （implication in material meaning 

癱 ••着 

或 material implication) 0 实质蕴函不两于形式薇函 (implication 

攀 ■ # • 

in formal meaning 或 formal implication); 保证形式蕴函有意义与 
眞实的必要条件，是前件与后件之間有某种形式上的联系。形式蘊 
函这个槪念幷不十分淸楚;但是，无論如何，形式薇函这个槪念荽 
此实质蘊函这个槪念狹窄;也就是說,任何一个有意X的而且眞的 
. 形式藕函必然同时是一个有意X的而且眞的实质蘊函，伹是，任何 
一个有意义的而且眞的实质蘊函不必同时是一个有意X的而且眞 
的形式蘊函。 

为了要說明上面的道理，我們現在来硏究下列四个語句 •. 

如果 2*2 尸 4,那么 ，鈕約 是一大城市。 , 

• 如果2*2 = 5,那么，紐約是一大城市。 

‘ 如果2*2 = 4,那么，鈕約是一小城市。 

如果 2*2=5, 那么，鈕約是一小城.市。 

在曰常語言中，这些語句很难被认为是有意义的，更不会认为是眞 

V 

的語句。但是，另一方面,从数学与邏輯的观点看,这些語句却都是 
有意义的語句，幷且除了第三句是 fe 的以外，其佘都是眞的語句。 
当然，我們这样說幷不等于說上面 S 样一些語句从任何观点看有 

什么特別重要的意X，或我們会去用它們来作我們論证的前提。 

% 

把上面所說明的日常語言与邏輯語言之間的差別看作是絕对 
的，幷且把上面所描述的我們在日常語言中应用“如果…那么…” 
时的种种常規看作絕无例外，这也是一种錯誤。事实上，日常語言 
中“如果…那么…”的用法是相当灵活的。如果我們仔細考査一 
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下，我們就会发現在許多情形下 “如果…那 么…”的用法，同我們上 
面所說的常規幷不一致。让我們設想我們的一个朋友碰到一个非 
常困难的問題，而且我們相信,他决不能解决这个問題，于是,我們 
便会用开玩笑的口气說 •. 

如果你解决了这个問題，我就呓掉我的帽子。 

这句話的用意是很明显的。这里我們断定了一个蘊函式，它的后 
件无疑地是假的；因此，旣然我們断定整个蘊函式为眞，我們也就 

9 

同时断定前件是假。即是說，我們用这个蘊函式来表示一种 确信: 

' 我們的朋友将不能解决他所面临的困难問題。很淸楚，这里这个 
蘊函式的前件与后件幷沒有任何联桌。因之，这是一个实质蘊函 
的典型例子而不是一个形式蘊函。 

关于“ 如果… 那么… ”在日常語言中与在数理邏輯中用法的差 
別, 曾經引起冗长的甚至动情感的辯論。附带說一句，职业邏輯象 
在这个辯論中，却只表浪了一个夫要的角色①。〖很奇怪 ，关于 “或” 
的用法的分歧却比較很少为人注意。）有人提出意見說，由于引用 
了实质蘊函，邏輯家得出了許多諄論，甚至得出了許多純粹的胡 
說。因此，就有一种改造邏輯的呼声，要求使邏輯与日常語言关于 
蘊函式的用法能有更大的接近。 

我們很难认为上面这种对近代邏輯中的蘊函式的批評，有什 
么充分的根据。在日常語言中，沒有一个語詞是有严格确定的意 

①这是有趣的事情，关于蘊菡的討論,在古代就已开始。希腊哲学家費罗 (Philo 
of Megara, 紀元前四世紀)在邏輯史上大槪是第一个溥播了实质蕴函的用法的人 a 这 
个主張和他的老师克朗納斯 CDiodoxus Cronus) 是对立的；克朗納斯主張把蘊函用成 
較狹的意义，后者与我們前面所讲的形式蘊函比較接近^稍后，到了紀元前第三世 
紀， 可能是受了費罗的影响， -— 希腊的斯多噶学派 (Stoic School) 的哲学家与邏 

輯家們又討論了許多种可能的关于蘊囡的槪念（往他們的著作中我們可以看到語句演 
算的最早开端九 . 



义的。很难找出两个人在完全相同的惫义上用同一个語詞，即使 

b 

在同一个人的語言中，在他生活的不同时期,一个語詞的意义也有 
所变化申。幷且，在日常語言中，一个字的意义常常是非常复杂 
的; 一个語詞的意义，不怳依据于这个語詞的外表形式，还依据于 
說这个語詞时的环境，有时甚至依据于主观的心理因素。如果一 
个科学家要引用一个日常語言中的槪念到科学中去，幷且要建立 
关于这个槪念的普遍規律,他就必須使这个槪念的內容更淸楚、更 
确切、更簡单，使这个槪念能去掉那些不相千的性质 4 邏輯家引用 
“如果…那么…”到邏輯中去，是这样的态度，物理学家引用“金屬” 
这个語詞到物理学中去，也是这棒的态度。因此，不論一个科学家 
用什么方法来完成考个任务，为他所規定的語詞用法与日常語言 
中的.用法，多少总会有些出入。如果一个科学家明确地表示.他将 

S I 

一个語詞甩成什么意义,同时，如果他又一貫地遵照他所决定的用 
法，那么，就沒有人能加以反对，說他的做法会导致无意义的結果。 

然而，也有些邏輯家，注意到关于蘊函的爭論，于是进行修改 
蘊函的理論。一般地說，他們幷不否认实质蘊函在邏輯学中的地 
位，而是竭力想在邏輯学中为另外一种蘊函的槪念找寻一个地位; 
伊 J 如，他們竭力想建立这样一种蘊函式 ，即： 从前件推出后件的可 
能性，乃是一个蘊函式之为眞的必要条件。甚至 5 他們要求把这个 
新槪念放在貪要的地位。这些尝試都还是較近的事情，目前要对 
它們作一个最后的評价，还嫌太早。①伹是，实貭蘊函在簡便方面 
必定超过任何其他的蘊函理論，这一点在今天几乎已經成为定論。 
而且,我們必須 記住: 正是建筑在这个簡单的实质蘊函上面的邏輯 
‘学，已經证明是最复杂精細的数学推理的滿意的銮础。 * 

①第一个作这种尝試的人，是当代的_国哲学家与遲輯学家路县'士 CC . I , 

Lewis) # 

* 
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§3. 蘿函式在数学中旳应用 


“如果…那么…”是在其他科学中，特別是在数学中被經常应 
用的邏輯表达式之一。数学定理，尤其是具普遍性质的数学定理， 

总是应用蘊函式的形式。在数学中，前件被称之为假設，后件被称 
土为結論。 

一个具有蘊函形式的数学定理的簡单例子，我將可以举 
下面这个 語句： 


洳果 r 是一个正数， 那么， 20：是一个正数。- 
在这个語句中，“工是一正数”是假設，命“虹是一正数”是結論。 

除了这个所謂数学定理的經典形式以外，在数学中，有肘候也 
应用种神別的表示形式，不用“知巧…那么…”而用其他方式将假 
設与結論联結起来。例如，上面^个数学定理就可以用下列这些 
另外的形式来 表示： 


由••工是一个正数，推是一个 正数； 

工是一个正数这个假彀，蘊函一个結論或具有一个結論 
作为后件，郧:2工是一个正数； * 


工是一个正数这个条件，对于 2* r 是一个正数說，是充分的; 
对于是二个正数說，义是一个正数是充分的； 

2工是一个正数这个条件，对于： r 是一个正数說，是必#的; 
对于工是一个正数說，是一个整数是必要的。 


因此常常我們不述說一个条件語句， 而說： 这个假設趨函这个結 


« 參 


論，或者說，这个假設，+亨 亨卞—論， 或者說，这个 
假設&亨卞窄•或•者 W 燊 4 A 这个假設中準 
w ， 或者說，‘个个假鼗的乎亨争,。对于上面的某些 i 
达方式，邏輯学家也許会提出反对意見， hs ： y 它們在数学中是被 
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普遍应甩的。 

*这些可能的反对意見所述及的是那些包含像“假設”、“結 
論”、 “ 后件”、“推 A ”、 “藴函 ” 等等任何这些語詞的表述。 

要了解这些反对意見的要点，首先我扣5要注意到,上面那些表 
述与原来的那个表述在內容上是不相同的。在原来的表述中，我 
們所談到的只是数、数的性质、数的运算等等：因而，我們所談到的 
是数学所涉及的事物。但是 ，在上 面那些表述中，我們却談到了假 
設、結論、条件，而假設、結論与条件却是关系到在数学中出現的語 
句或語句函項的。这里我們应当注意 •. 指示一門科学所硏究的事 
物的那些語詞，与指示一門科学中的各神表达式的那些語詞，是有 
区別的。伹是，人們一般地都沒有将这二者分別淸楚。在数学，尤 
其是在基本数学中，便可看到这种情形。很少人认識到这个_实， 
在初等代数的敎科书里到此碰到的語詞，如“等式”、“不等式”、“多 
項式”或“代数分式”，严格說来，是不屬于数学或邏輯的范圍的，因 
为，这些語詞幷不指示数学或邏輯所硏究的事物•.等式与不等式 
是一些特殊的語句函項，而多項式与代数分式——尤其是在甚本 
数学敎科书中 一一 都是指示函項的特殊例子(参看§2)。这种混乱 
的产生，是由于我們常常应用这一类語詞去表述数学定理。这已 
經成为非常普通的用法，也許我們无須去反对它，因为这幷不会引 
起任何特殊的困难或錯誤。伹是，我們却应当了解:相应于 每一个 
应用这些語詞所表述的数学定理，我們都可以有另一个在邏輯上 

I 

更正确的表述方式，在后者中根本不出現上面那些語詞。例如，相 
应于下面这个数学 定理： 

♦ 

等式工 2 +似:+石=0,至多只有两个根 
我們可以有下面这个更正确的表述 方式； 

最#有两个数工，使得 x 2 +ax-^b— 0 9 


i 
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現在，回到上面那些成問題的关于蘊函的表述方式,我們必須 
强調指出更为重荽的一点。即 •. 在这些表述中，我們断定:一个語 

f 

句（即蘊函式的前件）以另一个語句（即蘊函式的后件）为它的結 

b P 

論,或者說;后一个語句从前一个語句推出。伹是，当我們这样表示 
• 的时候，通常我們心里总有这样一个思想 •. 假定第一个語句是眞， 
就必然要使我們肯定第二个語句是眞（幷且很可能有这样一个思 
想，即我們甚至能义第一个語句中得出第二个語句）。伹是，如在§8 
我們所已經知道的 y 在現代邏輯所規定的意义中，蘊函幷不依据于 
前件与后件之間是否有那样一种联系。現代邏輯 认为： 

/ 

如果2_2=4,那么，紐緻是一个大城市 
是一个有意 X 的、甚至是一个眞的語句；对这一点感到惊異的人， 

必定会更难于接受 ' 

<*■ 

2*2=4 达个假鼓，具有一个結論，郢，紐約是一个大城市 
这样一个語句了。因此，我們看到,上面所举的那些表述(或变換) 
—个条件語句(即蘊函式)的方式，会引导出令人威到荒謬的說法， 

幷从而更加深了日常語言与数理邏輯之間的距离。正是由于这个 

+ 

原因，因此上面那些衾述方式不断地？1起各神各样的誤解，而成为 
那些激烈的，往往是无結果的爭論的根源之一。 

从純粹邏輯的观点看 > 很明显，我們能够避免这里所說的一切 

• • 

反对意見，只栗我俩明白确定地說明：我們用上面那些表述方式 
时，我們不考虑它們的日常意义，而只給予它們以現代邏轉中蘊函 
式所具有的那样的意义。但昜，这样作,又会有另一方面的不方便; 
因为,在有些場合中——虽然不是在邏輯本身，但是在一个与邏輯 
• 密切相关的領域中\即在演繹科学的方法論中（参看第 VI 章)一 

, 我們要讲到語句以及語句与語句之間的推理关系。那时艟我們要 

把“藴函”、“推出”等詞用成一神不同的，比較更近似于日常語言的 
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( I ) 論語句演夢： 

_ ▲ _ ▲ l _ . . 

i 

意 X 。因此，最好还是根本避免应用上面那些表述方式，特別是 
因为我們拥有許多其他不会遭受反对的表述方式可以供我們应 
用 ©0。* 

I 

§10. 龉句的等値式 

現在我們来硏究語句演算范圍中的另 一个表 达式。这个表达 
式就是“ 如果， 而 丑仅仅 如果”（或作：“当且仅当”一譯者)。它 
在日常語言中比較地不常見。如果任何两个語句被这个表达式所 
联接起来，結果便得出一个复合語句。这个复合語句，就叫做 f 

値式。等値式中的两+語句，分別地叫做 f ,字 ㊉ 字亨 f 亨亨二 

們断定一个由两个語句构成的等値式时，思 ii 排 
除这种可能性，即 ■_ 它們之中的一个眞而另一个假。因之，如果一 
个等値式中的左方与右方都是眞的，或都是假的，那么，这个等値 
式便是眞的，否則,这个等値式便是假的。 

我們还可以用另一个方式来表述等値式的意义。在一个条件 
語句中，如果我們把前件与后件苴相調換，我們得出一个新語句; 

这个新的語句，叫镞原来那个語句的寧亨或者說，是那个平亨 

例如： 

• # 果尤是一个 jE 数，那么， 2 丈是一个疋数 

就是一个蘊函式或条件語句。把这个蘊函式当作原語句，它的逆 
語句 就是： 

( n ) 如寒2工是正数，那么， x 是正数。 

这个例子表明，原語句与它的逆語句恰巧都是眞的^但是，这幷不 
是普遍的規律。这一点很容易理解，如果我們用“，’代換上例 a ) 
和( II )中的“2?’，那么，代換之后，（ I )仍然是眞的，而（ II )却是假 
的。如果有这样的情形，即两个条件語句（其中一个是另一个的逆 
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語句)都是眞的，那么，我們可以用“当且仪当”联接这两个語句，以 

表示这两个語句同时是眞这一事实。因此，上面那两个蘊函式 i 一 

•* 

,原語句 a ) 和逆語句 ai ) —一可以代換成下面这一个語句 •. 

■ « 

- 工是一个正敫，当 卫仅当 2工 是一个 正数 
(在这个等値式中，左方与右方可以 i 相調換。） 

此外，还有一些別的表述方式，也可以表示同样的意思，例如： 
从:工 是一个正数，就推出 i 2; r 是一个正数，幷反之亦然。 
^是一个正数这个条件与是一个正数这个条件是3 
， 相等値、的。 1 

x 是一个正数这个条件，对于是一个正数說，是一个 
旣必要又充分的条件。 

t 

对于$是一个正数說，2工是一个正数是旣必要而卫充分 
的。 

因此，不用“ &卫仅当”来联接两个語句，一般地我們还可以采 

舞 

用下列这样一些說法 ，如： 在这两个語句之間有寻，-論的关系； 
或者，这两个語句是夸或者，这两个語句中•的•任•一•个•是•另•一 

个的亨亨 

§11. 定义的表述方式与定义的規則 

，我們常常用“当且 仅当” 这个短語去下亨也就是說，如果 
一个表达式在某門科学中第一次出現，而我对这个表达式又不 
能直接有所了解时，我們就要作出一个約定，来确立这个表达式的 
教 这就是所謂定义。 ， 例如，設想在算术中，符号尙未被应 
用过/而現在我們想要把它引用到算术中来(像通常那样，把‘‘芸” 
看作是“小于或等于”的簡写)。为此，首先我們必須予“各”以一 
个定义，也就是說，我們必須先利用一些已知的，已經具有明确意 


■■■ i ， r f ，.州 
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义的表达式来說明的确切意义。为此，我們就給它下这样 一 
个定义(假定“> ”是一个已知的符 号）： 

我們說当且仅当不是 i>y。 

这个定义表示，下面两个語句函項;即 


与 


x^y 


不是： r>y 

是等値的。因此，我們可以說 •. 这个定义使我們得以把公式 x^y 


轉換为另一个等値的表达式，这个表达式不再包含工尝;V，而是完 

# * N 


全由其他已經为我們所了解的詞項所构成的。同样如果我們用任 


何指示数的符号或表达式去代換中的“: T” 与 “y’， 对于所得 
出的任何公式来說情形都是一样。例如，用“3 + 2”代換“工”，用“5” 
代換結果得出的这个 公式： 


3 + 2^5 

I 

和 

不是3 + 2>5 

4 . 

这个語句是等値的；又，因为后一个語句是眞的，因此前一个也是 


眞。同样，如果用“4”代換“工”，用“2+1”代換 “y’， 結果得出下面这 
个公式 •. 


它和 


4^2+1 


不是+ 1 

这个語句是等値的，幷且两者都是假的。这点也适用于軍复杂 


的語句和語句函項， 例如， 語句 

如果 rSy 而且那么，工含名。 


可以轉变为 
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_ 、 

加果不是工>少，而卫，>果不 是: y>A 那么不是 工 > z 0 
总之,根据上面所下< 的那个定义,我們可以把任何包含的 
簡单或复杂語句，轉变成一个不包含“含”的等値語句;換言之也可 
以說,就是把包含“ ^ ”的語句翻譯到一种不包含“ S ”的語言中去。 
幷且正是这一点，它构成定义在数学中所起的作用。 

为要使一个定义完善地完成它的任务，必須在下这个定义时 
注意一些应当事先注意的事項。为此，就确定了一些待殊的規則， 
这就是所謂亨定义規則吿訴我們如何作出一个正确的定 
义。这里我疼确切地多談这些定义規則。我們只是指出： 
根据这些定义規則，每一个定义都可以具有等値式的形式，等値式 
的第一部分，叫做麥竽冬亨 ( definiendum ：)， 第二部分,叫做定义者 
( definiens ) 0 第一&各，即被定义者，总是一个簡短的，文 

4 

較簡单的語句函項，它包含那个要被定义的常項。第二部分，_ 

n 

定义者，是一个具有任意結构的語句函項，在它之中只包含那些或 
者它的意义是直接明白的，或者，它的意义是已經經过解釋的常 
項。有一点应該特別注意•.那被定义的常項，或任何其他曾借助于 
这个常項去解釋的表达式，都不得在定义者中出現：如果它們在 
定义者中出瑰，这个定义便是不正确的，便犯了普通所謂定义 
的錯誤。（正如循环征明的錯誤一 样; 凡用一个論证去证 齑長二 i 

_ « * 镰 

理，而这个論证却是根据于这个定理，或根据于曾用这个定理去 
证明的其他定理的/这种情形叫做循环证明。）为了着童区分定义 
的約定的性质与其他具有等镡式形式的語句之間的差別，最好，在 
定义之前我們加上“我們說”这样几个字。很容易看出，上面关于 

“各”的那个定义是滿足了所有这些条件的。它的被定义者是： 

% 


而它的定义 者是: 


a ) 論語句演算 
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不是 ^>y 

値得注意的是，数学象在下定义时,常常喜欢用“如果”或“在 
…情形下”,而不用 “4且仅当”这个短語。例如 ，如 果他們要給符 

号“ 下一个定义，他們大槪会采用这样的方式： 

_ 

我們說工 Sy ， 如果不是: r > y 。 / 

这个定义看起 f 好像只是表示，被定义者从定义者推出，而沒有着 
重.表示，定义者1可以从被 定义者 推出，因此似乎沒有表示被定 X 
者与定义者是等値的。但是事实上，这是一_非正式的約定，即当 
我們用果”或“在…情形下”去联結被定义者与定义者时，这些 
語詞的意义就等于“当且仅当”娇表示的意思。 

此外，还有一点应当附加說明，就是等値式的形式，幷不是定 
义所能采用的唯一形式® ㊁ 。 

§12. 語句演算的定律 

我 們已經 If 論过語句演算中一些最重要的表达式，現在我們 
就試着来說明語句演算的神神定律的性质 * 

1 

让我們硏究下列这个語句： f 

(I) 如果 i 是一个正数，而丑 1<T2, 那么， 1 是=个正数 9 
这个語句很明显是眞’的；这个語句仅仅包含屬于邏輯与算术 k 域 
的 常項， 伹是，却从来沒有人会想到要把这个語句作为一个定理放 

到数学敎科书里去。如果我們想一想,这是什么原因，我們会得出 

« » 

这样的結論:因为这个語旬从数学的观点看是完全无意义的；它 
幷不能在任何方面增加我們对于数的知識，这个語句的眞，根本不 

- I 

依靠于它所包含的那些数学語詞的內容;而只是根据于“与”，“如 
果”，“那么”这些語詞的意 X 。 - , 

为了明确这一点，让我們将这个語句中的 
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1是一个正数 
与 

換成屬于任意領域的任何其他語句;其結果是得出一系列的語句， 
其中每一个，都和原語句一样是眞的。例如，我們将“ 1是一个正 
数”換成“某一图形是一个菱形”，将“1<2”換成“这个图形是一个 
长方形”，結果得出下面这个語句 •. 

( II ) 如果某一图形是一个菱形，而且，如果这个图形是一个 

长方形，那么，这 个® 形是一个 菱形； 

又，如果我們将“ 1是一个 i 数”換士‘今夭是星期天”，将“1<2”換 

成“太阳在照耀着”，結果便得出下面这个語句： 

+ 

( III ) 如果今天是崖期天，而且，如果太阳在照耀着，那么，今. 

天是屋期天。 

为了用一种更普遍的方式来表示这一事实，我們将荽引入变 
項“ 〆 ’与 “ g ”， 幷規定“ 〆 ’与 这些符号在这里不是表示关于数 
或其他任何事物的指示詞，而是代表一个整个的語句。这一种变 
項，我們叫做—亨字孕。現在我們可以用“ 〆 ，来代換“ 1是正麸”， 
用 “ 〆 ’ 来代換于是我們便得出一个語句 函項： 

f * 

如果 夕而 卫.穿，那么，夕。 

这一个語句函項具有这样的一神特性，即 •. 用任意語句去代換“ 〆 ’、 
“ 〆 ，結果所得出的語句，总是眞語句。这一种性质，我們可以用 
一个普遍命題的形式来表述它： . 

i 

: 对于任何 P 与分，如果 夕而且 g ， 那么，夕。 * 

一这里，我們得出了一个語句演算的定律，这个定律叫做—乎乎 

亨巧序平亨亨。上面( I ) ( II ) ( III )各个語句都只是这个普蠱士‘ 

如公式 t 

2 * 3 = 3*2 


■娜晰时 r •' :; .j 站卜 J 1 fin /ii!| 时 ^ *fr5litrr A .汾 :如 k ... m. 


Ci ) 論語句演算 
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只是下面这个普遍的数学定理 

' 对于任意数文与; y ， 

的特殊例子一样。 

j 

用 fel 样的方式，我們还可以得出語句演算的其他定律。現在 
让我們举几个这样的普遍定律。在表遗这些普遍定律时,按照§ 3 
所提出的那种习憤用法，我們将全称量詞“对于 任何九 分…”省掉 
' 了;在整个語句演算中，我們将貫彻这个用法。 

b 

如果/>，那么 ，夕。 

如果/>，那么，分或夕。 

如果/>藴函仏而且4藴函0， 那么九 当且仅沓沒。 

如果/>藴函<?，而且 Q _函6那么， f 蘊函 r 。 

上面，第一个語句叫做了亨。第二个語句叫做字乎乎夸 ㊉ 
嚀牛亨 f 。第四个語句叫做 H 學竽亨亨。 • • . ， • 

… i /卩 带有普遍性质的算意数的性质有所断言 
一样，語句演算的定律，•可以說，是对于任意語句的性质有所断言。 
在这些定律中，只包含这样一些变項，这些变項所代表的是完全任 
意的—句，正是这一点构成語句演算的特点，幷且使語句浪算具有 

极大的普遍性和应用范圍。 

• , 

% 

813. 語句演算的符号;眞値函項与眞値表 


有一个簡单而且普遍的方法，叫傲眞値表的方法 (method of 

• • • 〆 

truth tables , or method of matrices )^)， 它可以使我們知道語句 

演算中的某一特殊的語句是否其，幷因此/可以使我們知道这一特 
殊語句是否可以算作語句演算的定律之一。 


①这个方法是皮尔斯所創始的。前面我們已提到他。（参看第頁§5注① ；) 
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为了表述这个方法，我們最好应用一些特別的符号。我們将 
用符号 

磉 

A? V? —5 ㈠ 

分別去代替 • 

“不”，“而且”，“或”，“如果…，那么…”，“当且仅当”。 

第一个符号（即“〜”），我們把它放在我們要否定的那个表达式的 

前面；其佘的符号則都是放在两个表达式的中間。（因此“—，，就 

占据“那么”这个詞的原来位置，幷将“如果”去掉。）这样，应用 

这些符号，由一个或两个較簡单的表达式我們构成一个較复杂的 

表达式；而如果我們想用这个較复杂的表达式再抅成更复杂的表 

达式，我們就便用一个括弧将这个原来的較复杂的表达式括起 
来。 、 \ 

应用变項、括弧以及上面列举的那些常項符号(有时还应用一 
些我們在这儿不拟討論的相似性质的常項)，我們就可以洱出語句 
演算范圍之中的一切語句与語句函項。除.了单个的語句变項 （ 如 
P ， Q ， …）以外，最簡单的語句函項是下列这些表 达式： 

〜 P ， pAQy p\/q ， p—q, p^q 
(以及其他許多只是变項的形式不同的表达式）。作为复合語句函 
項&一个例子,让我們硏究下面这个 語句： 

(夕 V^O (夕八殳) 5 

这个复合的語句函項如果翻譯成普通語言,便是： 

如果 f 或心那么，夕而且 S 

上面所讲到的假言三段論？就是一个更复杂的表达式。它現在換 
成下面这个形式： f 

C C.p-^0) A Cg - ->r ) 0 

我們很容易可以明白，在語句演算中出現岛任何語句函項，都 
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是一个所謂眞値函亨。說一个語句函項是一个眞値函項，就 是說： 
凡用語句去語句函項中的各变項而得出的任何語句，它 

« V 

的眞假完全依据于被代換进去的那些語句的眞假。这一点，就最 
簡单的語句函項，如等等而說，根据§7,鉍，§10 
中所讲的“不”，“而且”等等这些詞的邏輯意义是可以立刻明白的。 
但是，这一点同样也适用于复合的語句函項。例如， • 我們来硏究 
“(夕\七）->(多八0 3 ’这个复合函項。用語句去代換其中的語句变 
項所得出的一个語句是一个蘊函式;幷因此，这个蘊函式的眞假仅 
仅依据于它的前件与后件的眞假。它的前件，即一个由用語句去 
代換“ /> W ’中的变項而得出的析取式，这个前件的眞假唯一依据 

于那用来代換变項“ 〆 ’与 “2” 的两个語句的眞假。同样，后件的 

♦ 

眞假，唯一侬据于那用来代換变項“ 〆 ’与 V ”的两个語句的眞假。 
因此，最后地說，从上述語句函項所得出的整个語句，它的眞假完 * 
全依据于用来代換变項“/>”、“<? ”、 “ r ” 的那些語句的眞假。 

沧了明确认識：何以通过代換从一个特定的語句函項所得出 
的語句的眞假，依据于代換进去的那些語句的眞假，我們构造了一 

稀所謂 K 寧宇。 . 

我 A 奚‘出語句函項的眞値表： 


P 

〜 P 

1 

T 

F 

F 

T 


下面，是其他的基本語旬函項’等等的联立眞値 

t 

表： 
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P 

Q 

pAq 

P\/Q 

p—q 

p—q 

T 

1 

T 

T 

T 

T 

T 

F 

T 

F 


T 

F 

T 

F 

F 

T 

F 

F 

F 

F 

F 

F 

T 

T 


如果我們把这些表中的， “T” 看作是“眞語句”的簡®， “F” 看 
作是“假語句”的簡写。这些表的意义就立刻变得可以理解了。例 
如，在第二表中，在 WV’、 “力之下，第二橫行中的字母分別 
地是 “F”、“T”、“T”。 由此，我們 知道： 如果我們用任何一个假語 

f 

句去代換 - Hr” 这个蘊函式中的>”，用任何一个眞語句去代換这 
个蘊函式中的、”，經过代換之后所得出的語句是眞的。显然，这 
同§8中所讲的是完全一致的。当然，上面表中的 “ n ” 可以 
改用任何其他 变項。 

上面这两个表，叫作手宁乎寧$用这两个表我們可以列出 
任何复合語句函項的导出眞—表 （derivative truth table)。 例如, 

函項“ CpV^CpAry 血値表,就是下面 这样： 


P 

Q 

r 

P\Q 

pAr ip V 夂) ~> ipAr ) 

T 

T 

4 

T 

i 

I 

T 

T 

T 

F 

T 

T 

T 

F 

F ， 

T 

F 

T 

T 

T 

T 

F 

F 

T 

F 

F 

T 

T 

T 

F 

T 

F 

F 

F 

T 

F 

T 

F 

F 

T 

F 

F 

T 

F 

F 

F 

F 

F 

F 

F 

T 





* ( I ) 論語句演寘 的 

4 

为了解釋这个表的构造,让我們集中注意，譬如說，它的第五 
橫行(綫以下的第五橫行)。我們角眞語句去代換“ 〆 ’与“<?”，而用 
假語句去代換 V ”。按照前面第二个基本表，“ /> W ’經过这样代 
換后所得出的語句是一眞語句，經过这样代換后所得出的 
語句是一假語句。而整个的函項“(/>\^)->0八0”，經过这样代 
換后，便得出一个蘊函式，其中前件是眞的，而后件'是假的；因此， 
再应用第二个基本表(我們将第二个塞本表中的“/>”与暫时看 
作 “/> W ’ 与 W )， 我們就可作出 結論： 这个蘊函式是一个假 
語句。 

在上表中直綫左边的 “ T ” 与 “ F ” 有八个橫行。每一个橫行表 
示一集可能的代換。当我們戈 II 一 个函項的眞値表时，应該注意将 
各个可能的代換集都划出来，而不要遺漏。很容易看出，如果一个 
語句函項中有一个变項，那么，可能的代換集就有2 1 个，即是二 
个； 如果有两+变項，可能的&換集就有2 2 个，即 四个； 如果有 
三个变項，可能的代換集就有2 3 个，即八个;余可类推。 

上表的直綫右边，有三个直行。我們需要硏究的那个函項常 
常包含着几个函項，例如，在“(/>\~)->(九 V *)”这个函項中，就 
又包含了两个函項 ， SP “多 Vf 与 li pAr \ 直綫右边的直行的数 
目，等于我俩要硏究的那个函項中所包含的函項的数目，再加上那 
个所要硏究的函項本身之和。 

現¥，我們就有可能来說明如何决定在語句演算中一个語句 

v P 

的眞假。我們知道，在語句演算中，語句和語句函項是沒有外形的 
区別的。唯一的区別只 在于： 凡是被当作为語句的義达式，我們就 
在思想中在这个表达式之前加上一个全称量詞。为了要认識某个 
特定的語句是否眞，暫时，我們可以将它当 作是一 个語句函項，給 
它划一个眞値表。如果在眞値表的最后一个直行中，沒有 “ F ” 出 
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現，这就 表示： 由这个語句函項經过代換而得出的每一語句，都是 
眞的。这样，我們原来的那个（由我們在思想中給这个語句函項加 
上全称量詞而得出的)普遍語句便也是眞的。但是，只要在眞値表 
的最后一个直行中包含一个 “ F ”， 我們的那个語旬便是假的。 

因此，举例說，我們知道在的眞値表的最 
后一直行中， “ F ” 出現了 四次； 因而，如果我們将夕八 
r )” 看作一个語句（即，如果我們在思想中在它前面給它;加上“对 
于任何/>，<?与 r ” 这些字），那么我們就会得出一个假語句。另一 
方面，用眞値表的方法，我們很容易可以表明§12中所举的所有那 
些語句演算定律，如簡化律、同一律，以及其他定律等等，都是眞語 
句。例如，簡化定律 

它的眞値 表是： 


p 

Q 

- pAq 

Cp /\ q ) ->p 

T 

T 

T 

T 

F 

T 1 

F 

T 

T 

F 

F 

T 

F 

F 

F 

T 


这里我們再举出一些其他的重荽的語句演算的定律，这些定 

律都可以用同样的方法确定它們是眞的： 

* 

(1) 〜 [户八 (〜夕)] 

( 2 ) p\J 、〜 p 、 • 

( 3 ) cp/\py^p 

, ■ h \ 

(4) Cp \ f p)^p 

(5) Cp ^/\ q ')*-^ Cq /\ p ') 
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u 


( 6 ) ，_ 

⑺ LpA V)][ (pAQ')Ar'] 


⑻ [>V( 《 VO[(fV^)V r ] 


上面的 Cl ), 叫做矛盾律 ,（20 叫做排中律。（3)， C 4) 分別地是 


• • • 




邏輯乘法的重言定律与邏輯加法的重言定律。（5)， （6) 是两个交 


■ 


舉亨 f 。 00, （8) 是两 个窄令 亨亨。很容易看出，如果我們企图用 
5金*言去表述上面的最*后两个定律，它們的意义会变得如何晦 
澀难解。这就非常淸楚地表明了邏輯符号，作为一个表达复杂思 
想的精确工具，它的价値所在。 


*有些語句，它們之为眞，在应用眞値表方法以前，'似乎是很难 
看得出来的。但是，一經应用眞値表，我們就认識到它們是眞的。 
我們可以举几个例： 

• I 

这些語句的眞所以不够明显，主要原因是在于:它锕都表現了蘊函 
的特別用法，这就是实质蘊函的用法，实质蘊函这种特別用法，芷 


是近代邏輯的特点 ㊉㊂ 。 

.这些語句，如果我們用日常語言去翻譯它們，用“藴函”、“推 
出”这些語詞去代換其結果就会变得特別地荒謬难解，例如， 
如果我們把它們变成下面 k 样的 形式： 

如果戶是眞的，铆么，夕可从任何 Q 中推 ili (換言之:一个 
眞語句可积从任何語句中推出）； 

I 

如果夕是假的，那么 ，夕藴 函任何 C (換言之：一个假語句 
藴函任何語句）； 

对于任何夕与分，或者夕藴函分，或者 (? 蘊函，(換 言之； 
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在任何两个語句中，至少有一个蘊函另一个）。 

以这样的方式来表述，这些語句，就成为是經常引起誤解与爭論的 
根源。这一点完全可以确证我們在§9末尾所表示的意見。* 


§14. 語句演算定律在推理中的应用 

在任何科学領域中，几乎所有的推理都是明显或不明显地根 
据于語句演算定律的。我們現在試图用一个例子来說明这神情 
况。 


給定一个具有蘊函式的語句，我們就能，除了得出（在§10中 

曾經讲过的)它的逆語句以外，还能得出两个另外的語句，即，反語 

• • 

句(或原給定語句的反語句 [inverse sentence 〕)^ 逆反語句 ( contra - 

• ••••••*•• • • • • 

positive sentence )。 将原給定語句的前件与后件分別地換成它們 
的否定式，就得出这个原給定語句的反語句。将反語句的前件与 
后件互相調換，就得出这个語句的逆反語句。因此，逆反語句，就 

9 

是反語句的逆語句，同时，也是逆語句的反語句。逆語句、反語句、 
逆反語句以及原来的語句，这些合起来就叫作共鈪語 (conjugate 
sentences ) 。 作为說明，我們可以硏究下面这个&件^ 句： 

(I) 如果工是 一 个正数，那么， 2 工是一个正数。 

从这个語句，就可作出下面三个共軛語句： 

如果 2 工是一个正数，那么，： j ； 是—个正数。 

加果文不是一个正敦，那么，如:不是一个正数。 

加果不是一个正数，那么， x 不是一个正数。 

就这个特殊的例子說，所有这些共軛語句同样都是眞的。但是，这 
幷不是普遍的情形。有时虽然原来的語句是眞的，但是很可能不 
但它的逆語句（如 §1.0 中已經談过）可能是假的，幷且它的反語句 
也可以是假的；这一点，我們只要用“ X 2 ” 代換上面这些語句中的 
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“2 x ”, 就可以立刻明白了。 

这样，我們就知道，从一个蘊函式的眞，不能推出它的逆語句 
或反語句也眞。伹是，对于另一个共軛語句，即逆反語句，情形就 
不同了。在任何时候，只要一个蘊函式是眞的，它的逆反語句也 
是眞的。这一点可以用无数的例子来证明，幷且是一条語句演算 

的普遍定律，即所謂 f 亨竽乎或 f 亨亨 f 。‘ 

为了要准确地表•述•这•个•定律 去 ffV ^ r 以注意到，每一个蘊函式 
都可以表#为下面这个标准 形式： 

如 果夕， 那么 ，分。 

它的逆語句、反語句与逆反語句就是下面这些形式： 

' 如果 仏那么 ，九 

如果不夕，那么，就不々。 

如果不％那么，就不户。 

因此，易位定律，它表示任何一个条件語句都蘊函它的逆反語句， 
可以表述如下： 

如果•.如果 i >， 那么 ，仍那 么：如系不6那么，不夕。 

为了要避免“如果”和“那么”太多，我們可以把它稍作修改，表述如 
下： 

• I 

( II )从••如果九那么，分，可推 A : 知果不必那么，不户。 

現砗我們要說明， k 何借助于这个定律,我們可以从一个具有 
藕函式的語句[例如从語句 CI )] 推出它的逆反語句。 

上面( II )这个語句适用于任意語句’与~”，因而，如果用 

工是一个正数、 

与 、 

2; r 是一个正数 

去分別代換“ 〆 ’与“ 〆 ’，（ II )这个語句仍然是萬的。为了行文的方 
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便，我們将“不”字的位置改动一下，得出下面这个 語句： 

( III ).从： 如果 I 是一个正数，那么 ； 加是一个正数，可推出 •_ 

' 如果 2 d 不是一个正数，那么，工不是一个正数。 

現在我們比較一下( I )与 （ m ) 这两个語句。 （ in ) 是一个蘊函 
式，而 a ) 是 ( in ) 这个蘊函式的假設。由宇整个蘊函式和这个藐函 
式的假設都被确认为是眞的，所以，这个蘊函式的結論同样也被确 
认为是莫的;但是蘊函式的結論 ，即： 

ov ) 如果 2 尤不是一个正数，那么， x 不是正数。 

恰是語句 a ) 的逆反 語句。 

这样 ，一 个人了解了逆反定律，如果他以前已經证明某—个語 
句为眞，就可以认識到这个語句的逆反語句也是眞的。此外，我們 
很容易看到•.反語句就是逆語句的逆反語句（即是說，将逆語句的 
前件与后件都換成否定式，再互相調換，便得出反語句）；因此，根 
据这个理由，如果一个語句的逆語句被证明为眞，那么，反語句同 
样也就可以被认定为眞。因此，如果我們能怔明两个語句，即原来 
的語句与它的逆語旬，那么，其他的共軛語句就用不着证明了。 

这里可以提到一下，逆反定律还有許多变形。其中一个，就是 
( II )的逆語句： ' 

-从••如果不仏那么，不/>，可推出：加果九那么 ，夺。 

这个定律,使我們可以从逆反語句推出原来的語句,幷从逆語句推 

I 

出反語句。 

1 

* 

§15. 推論的規則，完全的证明 

在上节中，我們征明了( IV )这个語句，現在，我們要比較更仔 
細地来硏究一下这个证明的步驟本身。除了我們在上面已經讲过 
的定义的規則 以外， 我們还有其他一呰性质类似的規則，即推理的 
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琴貝 J ] ， 或者說 ，举 竿貝 J 1。 这些規則，不应誤解为是遞輯定律，它 

Ak 是一些指奈 ( directions ) ? 吿訴我們已知为眞的語句如何可以 

$ 

經过轉变而产生新的眞語句。 在上章所 作的证明中，已經用到了 
两个证明的規則，即 •.代 入規則 (rules of substitution ) 与分离規 

# 9 ■ o • • • 

則。分离規則一般 也称作 承认前件的推理規則 （modus ponens 
rule ) 。 、 

代入規則的內容是 这样： 如果一个被接受为眞的全称語句包 
含了語句变項，如果这些变項被別的語句变項或語句函項或語句 
所代換-^貫地用相同的表达式代換相同的变項——那么，这 

4 

样代換后所得出的語句，也应該被接受为眞。正是应用这一条規 
貝5,在上一章中我們由（ II )得出 CIII )。 应当着重指出，代入規則也 
可以应用于別种变項，例如，应用于指示数的“工”， “ y ”， …等等这 
些变項。对于这些变項而說，我們可以用任何表示数的表达式去 
代換它們。 

% 

* 上面所作的这个对于代入規則的表述 5 是不十分精确的。代 

入規則应用于这样的語句，这些語句由一个全称最詞与一个語句 

， 函項所构成，在这个語句 面讀中 包含有被全称量詞所約束的变項。 

■■ 

当我們应用代入規則时，我們便将量詞省略掉，而用其他的变項或 
表达式去代換以前为这个量詞所約束的那些变項(即是說，用語句 
函項或語句去代換变項 “ p ” ，?， “ 〆 ’；•••，用指示数的表达式去代 
換变項“： r ”，％”，、:”， …）；在这个語句函項中出現的任何其他被約 
束的变項，則仍是保留不变；必須注意的是 •. 在用以代換的那些表 
达式中，不能出現与那些保留不变的变項形式相同的^項^ 必广要 
时，可以在这样代換后所得出的表达式之前，加上一个全称量詞， 
以便使这个表达式变成一个語句。例如，应用代入規則于下面这 
个語句 s ^ 
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’ 对于任何数工，有一个数; y ， 使得$5， 

可以得出下面这个語句： 

有一个数 y ， 使得 3 +3^5， 

k 

但是也可以得出下面这个 語句： 

对于任何数2,有一个数 y ， 使得 s ： 2 + y — 5 0 
这样，在上面这两个例子中，我們只代換了 ?， 而 “ y ” 仍保留 
不变。伹是必須注意，我們在用一个表达式去代換 “X” 时，这个表 

达式中不可以包含 “ y ”。 因为，如果这样，便会得出一个假語句，尽 

• . . 

管原来的那个語句是眞的。例如，用“3 - y ” 去代換“/’，便得出： 

有一个数： V ，使得 (3— y ) + y =5。 ， ㊉ ® 

分离規則是:如果有两个語句被认为是眞的，其中一个是薇函 
式，而另一个是这个蘊函式的前件，那么，作为蘊函式的后件的那 

k • 

个語句，也应該被认为是萁的。（因此，我們說，就好像是我們使前 
件从整个蘊函式中“分离”出来。）应用这个規則，我們就在上节中 

从( III )与( I )中推出 ov) Q 

由此可以看出，在上节所作的語句( IV )的征明中，证明的每 
— 步驟都在于应用一条推理規則到某些語句上去，这些語句是我 
們前此已經接受为眞的語句。这样 的一个 证明，就叫作一个完全 

t 

巧证明。更准确~点，我們可以这样来表述一个完今的证 明心® 

一个 完全的 证明，就是一个由具有下列性质的語句所构成的 

联鎖，联鎖开始的那些語句，是一些以前已被接受为眞的語句；以 

后的每一个語句，都是可以根据一条推理規則由在先的語句中得 

* 

出的語句，而联鎖的最后一个語句，則就是我們所要证明的那个語 
句。 

我們可以注意到，由于对邏輯定律与推理規則的认識与应用, 
所有的数学推理，都采取了一个——从心理学的观点看——极端 
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簡单的形式。复杂的心理过程，都完全可以还原为这样一些簡单 
的活动， 如: 对以前已被接受为眞的語句的留心观察，对語句与語 
句之間純粹外形結构方面的关系的知觉，以及根据推理規則的机 
械的轉換等。很明显，由于这样一个方法，在证明中产土錯誤的可 
能性就减少到了最低程度©@。 

4 

t . . ♦ 

练 习 

鬌 

1. 从算术与几何的領域中，举出一些純粹屬于数学的表达式。 
2- 在下列两个語句中，区別哪些表达式是純粹屬于数学的表 
达式，哪些表达式是屬于邏輯范圍的表 达式： 

(a) 对于任何数: r 与; y， 如果: r>0 而且 y<0， 那么，有一个 
数之， 使得2<0而且 

(b) 对于任何两点 A 与 及响 一个点 C，C 在 A 与召之間，而 
且 C 到4的距离等于 C 到 J3 的距离。 

3. 用下列两个語句函項的否定式作成一合 取式： 

' 工〈3 

与 

r 1 

^>3 0 

甚么数能适合这个合取式？ 

4•“或”有两个意义，指出下列各个語句中的“或”是甚么 意义: 
(a) 在他面前有两条 路：或 者卖国，或 者死； 

Cb) 假如我赚了很彡錢或赛馬获胜，我就要作一次远距离旅 
行 0 

_ * 

讀者試自己再举几个关于“或”的例子。 

*5. ® ㊅硏究下列的条件語句： 

(a) 如果4天是星期一，那么，明夫是1期二； • 
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Cb) 如果今天是星期一，那么，明天是星期六； 

(c) 如果今天是屋期一，那么，十二月二十五日是圣誕节； 

(d) 假如願望能变成馬，乞丐也有 馬騎； 

(e) 如果一敫能被2与6除尽，那么，这个敫将能被12除尽; 

(f) 如果18能被3与4除尽，那么，18能被6除尽。 

从数学邏輯的观点看，上面这些蘊函式中哪个是眞？哪个是假？ 
从曰常語言的观点看，上面那些蘊函式中，哪些会发生有无意义的 
問題与眞假的問題?特別注意語句 (b)，（b) 的眞假要看 (b) 是在一 
星期中的那一天說的;硏究一下这个問題。 

6. 用通常条件語句的形式表示下列諸 定理： 

< a ) 为使一个三角0是—个等边三角形，这个三角形的三角 

1 

相等是充分的条件 

(b ) 工能被3除尽这个条件，对于 x 能被6除尽是必要的。 
試再用另外的办法表示上面这两个条件語句。 

7•条件：工•: y >4 是 

工>2与 

的正确性的必荽的或充分的条件嗎 f 

8. 給出下列語句的选言的 公式： 

(a) 工被 10除尽，当卫仅当： r 旣被2除尽又被5除尽。 

(b) 为了使一个四边形是一平行四边形，两条对角綫的交点 
是这两条对角綫的中点，是旣必要的而且充分的。 

試从算术与几何領域中，再举出一些具有等値式形式的定理， 
作为例子。 ， 、 

9 . 在下列語句中，哪些是眞的？ 

(a) —个三角形是三等边的，当卫仅当这个三角形的 三边之 
高是相等的。 
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( b ) 为使得工 2 是一个正数，: r ^ fO 是必要的而卫充分的。 

( c ) 一个四边艰是正方形，蕴函这个四边艰的四角都是直 
角。反之亦然。 

( d ) 为使 工能被 8除尽，工能被4除尽而且能被2除尽是必 
要的而直充分的。 

10. 假定我們已經知道語詞“嗦然数”与“积”(或“商”）的意义， 
讀者試为語詞“能被除尽” ( divisible ) 下一个定义，幷且采用下列等 
値式的形式： 

我們銳工是可用； y 除尽的，当且仅当…。 

用同样形式給語詞“平行”下一个 定，； 为此我們要(在儿何学 
范圍內）假設些什么語詞？ 

I 

' 11. ㊉㊇ 将下列各符号表达式翻譯成日常 語言： . 

( a 〉 [(〜/ >) ->》]->/>， 

( b ) [(〜夕)夕七)， 

( c ) [ — CpVo) 

( d ) (〜 />) V [《一(/ 

讀者应特別注意，在日常語言中分別最后三个表达式的困 
难。‘ 

钃 

12. 用邏輯符号表示下列語句： 

.( a ) 如果不或不穿，那么，就不是/>或分。 

( b ) 如果夕 藴函： g 藴函 r ; 那么，/>而且 g 藴函 r 。 

( c ) 如果 r 可从夕推出，而且如果 r 可从 g 推出，那么， r 可 

V 

从夕或 g 推出。 

M 

13. 給上面11題与12題中的所有語句函項，各划一眞値表。 
再，假定将这些語句函項都解釋成語句（这表示甚么意思?），幷决 
定它們中哪些是眞，哪些是假， 
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14 . 試用眞値表的方法 5 确证下列語句是眞的： - 

( a ) [〜 C 〜夕) 

Cb) [〜(多/\殳)]一[(〜 /OV (〜殳)]， ' 

[〜(/ > K / g )] 一 [( 〜夕) y \ (〜 g ) ] 5 ’ 

Cc) IpA Cg ^' r ')( p f \ q ) V (/ >A^)nJ 

LpV Cq Asr ') < ip \ f q ) A C/>VO]o 

語句(^是乎亭亨亨竽亨，語句 (b) 是宇乎竽亨①，語句 （ cO 是亏^ 

f (对于加与对于乘法蟲法)。 

# 15 . 写出下列每一个語句的三个共輕語句 C 即逆—句、反語句、 

逆反語 句）： 

(a ) 工差一个正数藴函一尤是一个 負数； 

I 

Cb) 如果一个四边形是一个长方形，那么，可在屯外边划一个 

外接圓。 - 

在它們的共軛語句中，哪些是眞的？， 

1 

試举出四个共軛語句全是假的这样的一个例子。 

16 . 根据函 項“产 的眞値表来解釋下列事实:在一个語句中 
又包含了一些語旬或語句函項，如果我們用相等的語句去代換这 

f 

些語句或語為函項，那么，这样代換以后所得到的新語句同原来那 
个整个語句是等値的。我們在§ 10 中的某些命題与說法就是根据 
于这个事实的;試指出§ 10 中的这些命題与說明。 

17 . ㊉㊈考虑下面这两个 語句： 

Ca) 从：如 果九那么穿，可指出 ：如果 々，那么夕； 

Cb) 从•.如果夕，那&分，可推出：如果不/>，那么不分。 

假如以上两个語句是邏輯定律，能否像应用逆反定律那样(参 

r 


①这璧定律是杰出的英国邏輯 家摩根 所創立的《> 
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看’§14)，将这两个語句应用在数学的证明里？从某一个給定的蘊 

■ • 

函語句，能推出哪些共軛語句？从而•看出： （ a ) 与 ( b ) 这两个語句都 
是眞語句这个假定餌够成立嗎？ 

18. 試划出17題中 （ a ) 与 ( b ) 两个語句的眞値表，来确立我們 

在17題中所作的結論。 / - 

19. 硏究下面两个 語句： 

昨夭是星期二这个事实，藴函今夭是星期二； ' 

4天是星期二这个事实，藴函明夭是星期三。 

根据§12所讲的假言兰段論定律，从上面两个語句中能推出 
什么語句？ 

I 

>20.作出前一个习題的完全的证明 ^ 应用上述假言三段論定 
律;幷应用代換規則与分离規則 —— 此外，再加上下列这个推理規 
則：如果两个語句被接受为眞，那么，由它們所构成的合取式，也可 
以被接受 为眞。 

.. . .♦ 
i * 

’ . ( Ill ) 同一理論 - 

§1 B . 不屬于語句演算的邏輯槪念;同一槪念 

1 S 'fc 

上章所讲的語句演算 5 只是邏輯中的一个部分。无疑 ， 它是一 

I 

个最根本的部分。当我們在邏輯的其他部分中，要定义一个語詞 
与证明一条邏輯定律时，都要应用到 I 語句演算中的語詞与定律。 
至少就这点說，語句演算是最根本的。然而，詻句演算本身却幷术 
能形成其他科学的，特別是数学的充分基础。在数学的定义，定理 
与证明中，瑭們經常会遇到屬于邏輯中的其他部分的槪念。这些 
槪念中的一部分，我們将在本章与以后两章中予以討論。 

在这些不屬千語句演算的槪念中，很可能，同一或相等这个槪 

9 f t » 
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念是一个最重要的槪念。这个槪念出現在，例如，下面这样一些表 
达式中： 

工是与7同 一 "的， 

a 

工是与: V 相同的， 

r 等于; V 。 、 

这三个表达式的意义都是一样。为了簡便起見，可以用 


x=y 

这个符号表达式来代換它們。 

同样，我們可以将 

* 

^ 与 y 不是同一的， 
x 与 ： y 不相同， 

写成下面这个公式 




有关这些表达式的一些普遍定律，构成为邏輯的一个部分，它 


叫做同一理論。 




§17. 同一理論的基本定律 

在关于同一槪念的邏輯定律中，最根本的一个定律就是下面 
这个定律： 

( I ) x = y f 峑且仅当5所具有的每一个挫质，： r 都具有，同 
时，工所具有的每一个性质， y 也都有 © ㊉ 。 

簡单一些，我們也可以說、 

工当且仅当，工与 y 的每 一 性质都是相同的 9 . 
这个定律还可以有其他，也許更显著，但是比較地不太正确 
的表述方式，例如： 

当且仅当一切凡可识用于断定 x 与 y 其中之一的， 




f 

( H ) 岗一 S 論 S 3 


- 都可取用于断定其中之另一。 

p 上面那个定理 a ) 是 孕首 先琿出来的①(虽然所用的語 

詞略有不同:>，因 此它: 可以叫•作亨乎亨孕亨亨。它采取了等値式的 
" 形式，因而，在等値式的左边的 x ~ y \ 在等値式的右边的表 
达式去代換，也就是說，用不包含符号“=”的表达式去代換它。因 
而，从形式方面看，这个定律可以看作是对于符号“=”的定义，幷 
且萊布尼茲自己也是这样看的。（当然，只有在这样的情况下，即： 
定律右边的那个表达式，即所具有的每一个性质 r 都具有， 
同时 ，…” 的意义，在我們看起来比符号“”的意义还更淸楚，这时 
候我們說萊布尼茲定律是一个定义，这句話才有意义；参看§11。 ） 
从萊布尼茲定律,可以得出下面这个非常重要的規則，即•.如 
杲在某一叙述范圍內，一个具有等値式的公式，例如 

* x~y 

已經被假定或证明为眞，那么，在这个叙述范圍內，任何公式或語 
句中如果含有这个等値式的左边的表达式，我們都可以用这个等 
値式的右边的表达式去代換它，反之 亦然: 例如，用去代換“： V ”， 

^ 或者，相反地，用“: y ” 去代換“1”。这里，需要指明，如果“工”在一个 

公式中的好几个地方出現，我們可以在有些地方角 “ y ， 去代 換它， 
在另一些地方又让保留不变。而在§15中所讲的代入規則，是 
不允許代換一部分而另一部分又保留不变的。这是这里所讲的这 
个規則和代入規則的根本差別。，- 

从萊布尼茲定律，我們还可以得出好些关于同一理論的定律。 

r 

这些定律，在各門科学中，特別在数学中是常常要被应用的。下 
面，我們将举出一些最重要的关于同一理論的定律，和它們的证明 


ft 


①参看第 16 頁，§ 6 注①。 
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的大槪步驟;以便借助于这些具体的例子說明：在邏輯領域与数学 
領域的推理之間，幷沒有根本性的差別。 

( II ) 每一个事物都等于电舍身，: r = x 。 

证明•.用去代換“; V ”，从萊布尼茲定律，便可 得到： 

f 

工==工，当且仅当工所具有的每一个性质，： r 都具有，同 

. 时，^所具有的每一个性质，尤都具有。 

、 1 

根据§12中所讲的重言定律我們可将上面語旬中“同 
时”以后的部分省掉，而 得： _ 

工当且仅当 X 所具有 的每一 个性质，： c 都具有。 
又根据§12中所讲的同 一律， （即是，如果 x 具有某一个性质，那 
-么，^就具有这个 ft 质。）很显然，上面等値式的右边的这个表达式 
总是眞的。因而，等値式的左边的表达式，也总是眞的。挺言之， 
我們证明了 

* 

( III ) 如果: c =; y ， 那么，3；=工。 

征明： 用 V ’代換萊布尼茲定律中的“ X ”，同时，用“: r ” 代換萊 
布尼茲定律中的 ‘ y ’， 我們得到： 

当 i 仅当尤所具有的每一个性质， y 都具有，同时， 

. 

y 所具有的每一个性质，: r 都具有。 1 

让我們把上面这个語句同萊布尼茲定律比較一下。它們都是等値 
式。两个等値式的右边的表达式都是合取式。这两个合取式的不 
同，仅仅在于合取式中的两个部分的順序不同。根据§13所讲邏輯 
乘法的交換律，这两个合取式是等値的。因而，上面这个語句中左 
边的表达式，即 “ y =$”， 与萊布尼茲定律的左边的表达式 
也是等値的。 ' 

S 

这样，从 X ^= y , 就推出 y = x 0 这就是我們所要征明的。 


攀 



( I ) 同一理論 
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( IV )如果尤而且: y = z ， 那么，工=之。 

■ 

征明 t 根据假設，下面 公式： 

Cl) x^y 


与 


( 2 ) y~z 

是眞的。根据萊布尼茲定律，由 （2) 我們得出 ：一切 可以用去断定 

4 

y 的，都可以用去断定 a 因而，我們可以在 [1) 中用“ 〆 ’去代換 
“: V ”，于是便得到： ' 


: r=2 ： ㊁㊀ 。 

( V )如体 1 = 2 ：，而且; y =^， 那‘么，換言之，等于同一事 

， . 

物的两个事物是互相相等的。 

这个定律可以用类似#一个例子的办法去证明，也可以不用 
萊布尼茲定律，而从上面定律 （ HI ) 与（ IV )推出。 

定律（ II )，（ III )与 CIV ) 分別地叫作同一关系的 | . 

称定律与傳递定律。 . 

• • « • • • # 


§18. 蓽物之間的同一与指示詞之間的 

同一；引号的用法 

* 虽然像下面这样一些表达式，如： 

i 

x=y ^ y^x 

的意义是明白的，但是，有时候也有些誤解。例如， 

3=2 + 1 


是一个正确的公式，这是很显然的；但是，有些人却有点怀疑它的 
正确性。按他們的意見，这个公式看起来好像是断定符号“3”与符 
号“2 + 1”是同一的，这一点显然幷不眞，因为这些符号的外形完全 
不同，从而，我們就不 能說: 一切凡可以用于断定 “3” 的，都可以用 
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于断定“2+1”。（例如，“3”是一个单一的符号，而“2 + 1”便不是。） 

I 

为了避免这一类怀疑，我們最好要弄淸楚一个非常普遍而且 
重要的原則，任何語言的有效应用都要依靠这个原則。这个原則 
是 •.任 何时候，我們用一个語句去断定某个事物，我們就将这个事 
物的名称或指示这个事物的指示詞放在这个語句中，而不是将这 
个事物本身放在这个語句中。 

只悪一个語句所断定的对象不是一个字,一个符号，或更一也 
地說，不是一个語言中的一个表达式，那么，对上面那个原則的应 
用，是不会产生任何疑問的。例如，让我們設想：我們前面有一块 
小小的藍宝石，我們說下面这句話： 

. 这块宝石是藍色的。 

在这个語句中， “这块宝石” 这) L 个字合起来构成一个指示宝石这 
个东西的指示詞。大槪沒有人会想到，要在这个語句中用那块宝 
石去換下“这块宝石”这几个字，即是說，从这个語句中把“这块宝 
石”这几个字挖掉，而在这几个字所在的地位放上一块宝石。因 
为，这样一来，我們就得出了这样一个整体,它的一部分是一块宝 
石，而另一部分則是几个字；这个东西根本不是一个語言表达式， 
更說不上是一个眞語句了 Q 

但是，如果我們在一个語句中所断定的对象恰恰是一个字或 
—个符号，这个原則就常常会被違反。伹是，即使在这一情形下， 
这个原則的应用仍然是必不可少的。因为，如果不这样，那么，虽 

i. 

然我們能得出一个語言的表达式，伹是，这个表达式却根本沒有表 
达我們所想要表达的思想，而更多的时候,是得出一堆毫无意义的 
語詞的堆积。例如，让我們考虑下面两个字或語詞： 

好， 瑪丽； 

很明显，第一个字是由六笔构成，而第二个字是一'个女人的专名《» 


( I ) 同一理論 


伹是,让我們設想，如果我們把这个无疑是正确的思想表示 如下： 

( I ) “ 好”是由六笔构成。 

( II ) 瑪丽是一个专名。 . 

这样，在我們說到这些字或詞的时候，我們就是用了这些字或詞本 
身，而不是用的这些字或詞的名称。如果我們再仔細硏究一下（ I ) 
与（ II )，我們必得承认：（ I )根本不是—个語句，因为一个語句的主 
詞，只能是一个名詞而不能是一个形容詞。（ II )也許可以看作是 

—个有意义的語句，但是，无論如何，是一个假的語句，因为沒有一 
个女人是一个专名。 . ， v 

为了避免这些困难，也許我們可以这样假定，說 •. “好”与“瑪 
丽”用在( I )与( II )中的意义，不同于它們平常的 意义： 在( I )与( II ) 
中，它們是表示它們自己的名称。如果把这个看法普遍化起来，我 
們就必須承认••任何字或語詞，有时候，都可以用作为它自己的名 
称;借用中古世紀的邏輯米語，我們可以說，在这种情形下，一个字 
或語詞是用于它的实质的指謂 （ suppositio materialis) ， 即用于表示 

• • •參# 

它自身，而不是用于它的形式的指謂 (suppositio formalis ), 即用于 
它的平常的意 X 。这样•^来\ >^常_語言与科学語言中的每一个字 
^ 或語詞，就至少都有了两个不同的意义：我們不必費事就会找到很 
多疑难不明的情形，那时候，我們会不知道究竟应該采用那一种 

b 

惫义。不能滿意于这种情况，因此，我們就要求确定这样一条規 
貝〖 I ， 即: 每一个表达式都必須（至少在书写上)和它的名称不固。 
于是，就发生了这样的問題，我邪如何来造成字、語詞和表达 
、 -式的名称?为此，有許多不同的办法。最簡单的办法，是作出这样一 
个約定：在一个表培式外面加土引号。根据这个約定,在前面（ I )与 
( II )中所想要表达的那个思想，就可以正确地、不含混地表示如下: 

CIO “好”是由六笔构成。 
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( n ') “瑪丽”是一个专名。 

經过上面这些說明，因此，关于 

3=2+1 f 

这个公式的意义与正确性的一切可能的怀疑，就都可以解除了。 
这个公式包含指示某些数的符号，伹是幷不包含任何这些符号的 
名称。.因此，这个公式对于数有所断定，而幷不对于指示数的符号 
有所断定;3与2 + 1这两个数，很明显地，是相等的，因两,这个公 
式是一个眞語句。当然，我們也可以把这个公式換成一个說及符 
号的等値語句，即，我們可 以說： 符号“3”与“2 + 1”指示同一个数。 
伹是，这幷不意味着，这两个符号本身是同一的； 因为， 我們都知 
道，同一个事物——特別是，同一个数——可以有許多不同的指示 
詞。“3”与“2 + 1”这两个符号，无疑是不同的，而这个事实可以用 
下面这个新的公式来表示 ，即： 

、 

W2 + 1” 

这个薪的公式，当然，和上面那个公式幷沒有任何矛盾①*©©。 

I ♦ 

- • 

§13. 算术与几何中的相等，和 

它与邏輯同一的关系 

* ^ 

， 在这里，我們将数与数之間的算术上的相等这个槪念，一貫地 


①本书相当一貫地遒守了关于引号用法的这个約定。 R 在很少数場合下，为了 
照顾到傳統的用法才有一控例外，例如，当一个公式或語句被特別印成一行，或者，它 
出現在数学或邏輯的公式中，这时候我們对这个公式或語句就不用引号；有时，我們在 
一个表达式前面加上“所謂的”， ■■被 称为”这样的短語，就也不再用引号。但是，即使 
在上面这些場合，我們也采取一控相应的办法；我們常常在那些表达式前面加上'冒号， 
而且这些表 M 經常印成特殊的字体（如大小写体或斜体 )( 在中譯本中用不同的字体 
来区分 )《> 可以注意到，在日常語言中，在有璧不屬于上述引号用法的地方，也有用引 
号的;这类例子在我們这去书中也可以找到： 


看作是邏輯的同一这个普遍槪念的一个特殊事例。然而，这里要 
附加說明 一下， 有些数学象采取不同于我們的观点，他們认为算术 
中的“ ==” 这个符号与邏輯同一这个符号是不相同的•，他們 认为： 
相等的数不必然是同一的。囡此，他們将数与数之間的相等这个 
槪念， 当作一个算术特有的槪念。在这点上，这些数学家拋棄了萊 
布尼茲定律的普遍形式，而只承认萊布尼茲定律某些只具有較小 
普遍性的結論，他們将这些結論列为数学所特有的龟理。这些数 
学象所承认的，有§17中从( II )到( V )这儿条定律，以及具有下列 

〆 

含义的一些定理 ，即： 任何时候，凡而且: r 滿足某些仅由算 
术符号所构成的公式，如么， y 也滿足这些公式;例如，他們所承认 
的有下列这个定理： 

■ 

如果而且尤<2,那么， y <>。 ， 

我們认为:这些数学象的这一看法，幷沒有什么特別的理論上 
的优 越性； 相反，在实踐上，它为算术系統的表述引起不少麻煩。 
因为，由萊布尼茲我 們得到 一个普遍規則，即：假定某一等値式成 

t 

立，我們在任何地方能用这个等値式的右边的表达式去代換它的 
左边的表达式。这样一种代換在許許多多的論证中是略不可少 
的。而現在，如果抛棄了这个普遍規則，那么 3 就在每一个应用这 
种代換的地方，都有必翦作一个特殊的证明 ㊁㊂ 。 

» t 

用一'个例子来說明这一 '点， 让我們考虑一紙包含两个变項的 

* 

，等値式，例如： 

♦ . 

b 

: r 2 + ： y 2 气似 一 3 y +18。 

如果一个人想荽用所謂代入法去解这組等式，那么，他必須作出一 

祖新的等式，即,使第一个等式不动，而在第二个等式中用 “ y 2 ” 去 

* 

代換全部、”。但是問題就发 生了： 是杏可以允許作这样一种变換 
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呢？也就是說，这一組新的等式是否与原来的那組等式相等呢？无 
疑,不論我們对于数与数之間的相等这个思想采取那一种槪念，这 
里的答案总是正面肯定的。伹是，如果这个符号被了解为指 

n 

示邏輯的同一，而且，如果又接受了桊布尼茲定律，那末答案就可 
以很明显。因为 


x — y 2 

这个設定，允許我們在任何地方用 v ” 去代換 4 ”，反之亦然。相 
反的，如果不把符号“” 了解为指示邏輯的同一，不接受萊布尼茲 
定律，那么，首先就要提出理由，說明为什么作那样的变換是可以 
允許的。即使提出这样的理由沒有任何重大的困难，无論如何也 
将是冗长而令人厌煩的。 

s 

关于几何中的相等的槪念，情形就完全不同。如果我們說两 
个儿何图形(如两綫段，或两个角 5 或两个多角形)是相等的或全等 
的，一般地我們的意思幷不是想說它們是同一的。我們只是想表 
示: 这两个图形有同样的太小与形式，換 言之一 —如果用一个不太 
正确的、形象的說法^—如果将一个图形移到另一个图形上去，它 
們将完全相合。因此，例如，一*个三角形可以有两条，或甚至三条 
相等的边，伹是，这些边显然幷不同一。另一方面，也有这样的情 
形，例如，在一个等腰三角形中，底边的垂綫与中綫就不只是几何 
上的相等，而且根本是一条同一的綫段，因此这里就不只是两个图 
形的几何相等的間題，而是邏輯同一的問題。因此，为了避免混 
乱，在这些幷不屬于邏輯同一的場合下 I 最好一貫避免用“相等”这 
个語詞，最好甚說几何上相等的图形，.而不說全等的图形，用另一 

个不同的符号--般也有人这样做——例如，“兰”这个符号，去 

代替“ =”• 
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§20. 数的量詞 


利用同一这个槪念，就可能确定数的畺詞的准确意义。数的 
量詞，无論在內容和作 用上， 都与全称量詞和存在量詞很相近，它 
們也是屬于运算子，只是具有一种比較特殊的性质而已。这些数 
的量詞的表达式，例如： 

至少有一个，或，至多有一个，或，恰恰有一个事物工，使得…， 


至少有两个，或，至多有两个，或，恰恰有两个事物 x ， 使得…， 
以及等等，在这些表达式中，从外表看，好像包含了数学所特有的 
語詞，例如 “一” ，“两 ”， 等等。然而，如果加以更确切的分析，可以 
看出这些表达式的內容(作为一个整体看)是屬于一种純粹邏輯性 
质的。 因此，在 

至少有一个事物滿足这个給定的条件 
这一表达式中，“至少一”这几个字可以換成“一个”这个不定冠詞 
而 幷不舍 改变表达式的原意。而这个表达式： 

至多有一个事物滿足这个給定的柰件' 

与下面这个表达式： 1 

对于任何 a 与 y ， 如果: r . 滿足这个給定的条件，而且，知 


果 y 滿足这个绐定的条件，那么，工 
瀣义是相同的 。 

f 

而下面这个語甸： 

恰恰有 一 个事物滞足这个給定的条件 
与上面剛才所举的那两个語句的合取式是等値的 ，即： 

f 

至少有一个事物滿足这个給定的条件，而且至多有一个 
事物滿足这个齡定的条 ff 。 


关于 
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■ 

钃 

至少有两个事物滿足这个袷定的条件 
这个語句，我們把它了解为： 

有工与 y ， 而 T 与; y 都滿足这个給定的条件，而且 

♦ 

因而,它和下面这个語句的杏定式是等値的 ，即： 

至多有一个事物滿足这个袷定的柰件。 

n 

以同样的方式，我們也可以說明屬于这一范疇的其他种种表 

• n 

达式的意义=> 

下面，作为例子，再举几个含有数的畺詞的算术上的眞語句 •. 

^ 恰恰有一个数 A 使# ^+2 = 5； 

恰恰_两个数; y ， 使得: y 2 =4; 

至少有两个数 A 使得; s +2<6。 

邏輯中有一个部分，其中确定有关量詞的种种普遍定律，这个 

4 

部分称作尽字亨♦或叫 作孕^ 亨 ㊉ 亨―，虽然实际上它应 
当称作：!：命?^參。士目前为止，这一理論主要是硏究全称量詞与 
存在量数*的量詞一般还沒有被顾到。 

练 习 

1 

1.、证明§17中的( V );試只用§17中的( III )与（ IV )这两条定 
律，而不用萊布尼茲 定律。 

提示:在定律 CV ) 中，下面两个公式： , 

x^=z y^=z 

是被假定为眞的。稂据定律 （ ni )， 将上面第二个公式中 fe 两个变 
項互調，再应用定律 ( rv \ 

2•試仅用§17中的定律( IV )，证明下面的 定律： 

多碎果工 py，：y = 2 而且那么，■: 

3•在 § rr 的定律 ( ill ) 与( IV )中，用“ V ’去代換“=”，結果所 
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得到的語句，都是眞的嗎？ 

*4 .在§18中我們談到关于引号的用法所作的約定;試根据这 
个約定，决定下列語句中哪些是眞的。 

( a ) 0是一个整数， 

( b ) 0 是一个蛋圓形的符咢， , 

Cc ) “0”是一个整敫， 

► 

( d ) “0” 是 一 个蛋圓形的符号， 

( e ) 1.5=| ? 

(6 “1.5” = “！”， 

•* 

(g) 2+2=¥5 ? 

(h) “2+2 ，， W% 

*5 .我們在一个語詞*上加上引号，就形成这个語詞的 名称； 我 
們在一个語詞的名称上加上引号，就形成这个名称的名称，这样， 
这个語詞外边就有两付引号。因此，在下面三个表达式 

約翰，“的翰”，““約输”” ^ 

中，第二个是第一个的名称，而第三个是第二个的名称。 

依次用上面的三个表达式去代換下面四个語句函項中的 “ a ：”， 
便得到十二个語句。試指出这十二个語句中哪些是 眞的： 

( a ) 是一个人， . 

( b ) 文是一个人的名称， 

( c ) z 是一个表达式/ 

( d ) 是 一 个带有引号的表达式 9 

* 6•在§9中，我們曾提出•了許多在数学书籍中常見的条件語 
句的表述方式。当时我們曾指出，在其中有些表述方式中，我們 
所談的不是数、数的性质，等等，而是表达式(例如，語句与語句函 
項)。从§18的討論，我們 知道：这一 类表述方式就需要应用引号; 
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試指出是这类表述方式，幷具体地在这类表述方式中的哪些地方 
需要加上 引号。 

*7.©® 根据前面所說的在对于事物有所断定的語句中应用事 
物的名称这一普遍原則，現在我們可以給§12中倒数第二句 （即： 
“正如带有普遍性质的算术定理……，”这一句）以一些批評。我 
們知道，在算术中出現的变項，是代表数的名称的。在語句演算中 
出現的变項，是代表語句的名称呢？还是代表語句本身呢？因此， 
如果要求更确切一点的話，我們能否說/語句演算的定律对于語句 
与語句的性质有所断言？ 

8- 一个三角形有 A ~ c 三边 ' h a ， h b ， h c 分別是垂直于 a ， b ， c 三 
边上的高，叫，％分別是 a ，6， c 三边的中綫， s b % s c 分別是三 
个角的平分綫。 

假定这个三角形是二等边三角形 （ a 是底边，6与 c 两边相 

* 

售），在上面所說舸那十二条綫中，哪些是全等的（即，几何意义上 

$ 

的相等）;哪些是同一的？将答案作成公式的形式，用符号“兰”表 

* 

示全等，用符号“=”表示同一。 

再假定5^个三角形是三等边三角形，試答复上面的問題。 

9. 說明下列表达式的意义： 

( a ) 至多有商个事物滿足这个給定的条件； 

0>)恰恰有两个事物滿足这个給定的条件。 

10. 决定下面語句中哪些是眞的：_ 

( a ) 恰恰有一个数 A 使得工 + 3=7— 

0>)恰恰有两个数: r ， 使得 y + 

( c ) 至彡有两个数: V ，使得 ； y + 5< ll — 

Cd ) 至少有三个数 A 使得 z 2 <^ z -,' 

( e ) 对于任何数^■，恰恰有一个数 y ， 使得+ 


龙 (*»*■• 苏久界 .!(*;^* * --.. r iri ff i win r ■ nninini^IiiT!— 1 i 1 ! 1 ninilww ； r. | [iii'.ii i i> 1 fnin i v. 




( IV ) 类的理論 




(0 对于任何数工，恰恰有一个数; V ，使得3。 
11. 如何用数的量詞来表示下列事实，即：公式 


X 2 — bx + 6 = 0 


具有两个裉? 


12. 什么数$滿足面的語句 函項： 

恰恰有两个数％使得 

在上面語句函項中，哪个是自由变項，哪个是約束变項？*数的 
詞 是否也約束变項? * 


( IV )类的理論 

§21. 类与它的元素 

b 

除了个別的事物(簡称 ) 以外，邏輯 g 硏究事物的_ (class 
of things} ㊁㊣ 。在 H 常生活与学中，类常常叫作等今 (set)* 例如， 
算术常常硏究数的集合；在儿何中，我們对于单 Y 的*点的兴趣，沒 
有像对于点的集合那样大（即是說，沒有像对于几何位形 [ confi - 
guration ] 的兴趣那榉大），个体的类叫作了 f 在我們的硏究中， 

較少地也要碰到 5琴专。 二級类 是这样 •的 k ; 它:不 是由个体所构 
成，而是由一級类^^鉍。有时，我們甚至要硏究三亨类、$級类 
在本书中，我們差不多只是硏究一級类，只是在 *§2*6 外* 地我 

們将談到二級类。但是，我們所讲的，实际上可以无需作甚么改变 
就能应用于任何級的类。 

/ f 

为了分別个体与类(幷分別各鈕的类)，我們要用不同文字的、 
不同形状的字母来作为变項。习慣上，往往用英文的小写字母表 
示个体（例如，个別的数)，用英文的大写字母表佘这些个体的类。 
在初等几何中，所采取的是一个相反的办法，大写字母表示点，而 
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f 

« 

小写字母(如英文或希腊文的小写字母)則表示点的集合。 

在邏輯中 ，硏究 类这个槪念和它的一般性质的这个部分，叫作' 
有时候，这个理論也作为一門独立的数学学科来硏究， 
叫作一般集合論。① 

带有根本性质的是下面的这些表达式，如： 
.事物 r 是类 K 中的 一个元素， 

事物工金于类 K ， 

类 K 包含事物^作为一个元素。 

我們将达些表达式看作都赴相同意义的，幷为了簡单起見，用 
.下面迗个公式替代 它們： 

x^K 


这样，如果I畢所有整數的集合，那么，1，2, 3,…这些数是这 
个集合的元素，而|，鉍•“这些数，不屬于这个集合。因此， 公式: 

〆 

1^1) 2^ I ? 3(1， 


是眞的，而公式 
是假的。 


m 坌+泛！， … 


§22. 类和包含一个自由变項的語句函項 

♦ a 

t 

让我們来硏究一个包含一个自由变項的語句函項，例如 : - 


①，在布尔的著作中，已經开始硏究类的理論，或者，更准确一点說，巳經开始砑 
究到我們在下面称之为类的演箕的那一部分 C 参看第16頁§6注①集合論，作为 一. 
个独立的数学学科，它的实际的創始者是俸大的德国数学家康脫 CG . Cantor , 1845- 
1918); 特別是，关于权的等値、基数、无限和級等等这些概念的分析(我們在本章和以 
下各軍要討論到它們)，应該归功于康脫。康脫的集合論，是正在迅速发展>的数学理 
論 之一。 集合論的概念与思想，已 經溱透 到几乎所有的数学分支中，而且已經到处产 
生出极有启发性的与創造性的影响. 
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尤 >0 

如果我們在这个語句函項前面，加上 

CI ) 这个由所有数: T 构成的集合，使得 
我們就得到下胃这个表达式： 

这个由所有数$构成的集合/使得^>0。 

1* V 

这个表达式指示一个确定的集合，即是說，指示那个由所有的正数 
所构成的集合。这个集合以，而且仅仅以那些滿足这个函項的数 
为它的元素。如果我們用 P 表示这个集合，这个函項就同 

等値。 ,■ 

• • 

我們可 以把类似的办法用于任何別的語句函項。用这'个办 

法，在算术中，我們可以得到各种关于数的集合，例如，可以得到由 

\ ■ 

所有負数所构成的集合，或者由所有大于2而小于5 (即滿足函項 
“02与 r <5”） 的数所构成的集合 a 这个办法在几何中也起重要 
的作用，特別是在定义各种新的几何图形时；例如，一个球形的曲 
面就定 X 为一个由这个空間的所有的点所构成的集合，这些点与 

一个給定的点有确定的距离。在几何中，习慣上我們用“这些点的 

_ 

軌硅”一詞来代替“所有点的集合”一詞。 

現在，我們将給予上面所讲的办法一个普遍的形式。在邏輯 

I 

中，我們 肯定： 对于每个只包含一个自由变項（如 “ a ：”） 的語句变 
項，恰恰有一个相应 的类， 这个类以，而且仅 仅以那 些滿足这个函 
項的事物^为它的元素。将下面这个表达式 .( 类的理論中的基本 
的表达式之 一)： 

( II ) 这个由所有文构成•的类，使得… 

^加在那个語句函項的前面，我們就得出一个指示那个类的指示詞。 
又， 如果我們用一个单一的符号，如 C ， 来表示所說的这个类， 
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那么， ； 

^ C 

« 

这个公式——对于任何本来說——和原来的那个語句函項是等値 
的。 ' • 

因此，我們知道，任何只包含工作为它的唯一的自由变項的語 
句函項，都可以变換成一个^有 

、 x^K 

这样形式的等値^函項，在这个函項中 K 表示一个指示一个类的 

■ 

常項。因此，我們可以把 x ^ K 这个公式看作是只包含一个自由变 

a 

項的語句函項的最普遍的形式。 " 

, 前面 CI ) 与（ II )这两个短語有时也用符号表达式来代替。例 
如，我們可以用 

C 

X 

这样一个符号来代替它們。 

* 現在，让我俩看下面这个表达式： 

1屬于那个由所有 X 构成的集合，使得 ； r >0。 胃 

这个表达式用符号写出来，就是 

ieCO>o ) 0 

这个表达式，很明显，是一个語句，而且甚至是一个眞語句。它用 
—个更复杂的形式来表示 

■- 1>0 

所表示的思想。因此，它不能包含任何自由变項，而在它之中所出 
現的变項 a 必定是一个約束变項。但是另一方面，因为我們在它 
里 面看不到任何量詞， 因 此我們可以得出結論:（ I ) 或 （ II )这些短 
語一定起着量詞的作用，即是說，能够約束变項。因此， CI ) 与（ II ) 
那样的短語，也应当看作是一种运算子（参看§4)。 
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应当附带說明一下，在一个除了包含变項“: r ” 以外还包含其他 
自由变項的語句函項前面，我們常常也加上一个像 a ) 与 （ n ) 这样 
的运算子。（在几何中，凡是应用这类运算子的場合，情形差不多 
都是这样。）这样得出的表达式， 例如： 

这个由所有的数尤所构成的集合，使得 ; T > y ， 

就不/表示任何确定的类。这样的表达式，是§2中所說的指示函 
項，也就是說，如果我們用常項去代換其中的自由变項（但不代換 
“ 工”），例如，在上面例子中，用 “0”去代換 V ’， 那么， 这个表达式就 
变成指示类的指示詞*。 

我們 常說： 包含一个自由变項的語句函項，是表示某一种性 

质;这种性质是那些，而且只是那些滿足这个語句函項的事 物所具 

有的（例如， 是可被 2除尽的”这个語句函項表示数 r 的一 

种性质，即 :可被 2除尽这种性质，或，是偶数这种性质)。相当于这 

个函項的类,包含，幷且只包含 具有这 个性质的一切事物作为它的 

元素。这样，对于事物的每一个性质，就有一个唯一的确定的类与 

之对应。而且，反过来，对于每一个类，也有一个唯一为这个类的 

元素所具有的性质，也就是說，从屬于这个类这样一种性质，与这 

个类对应。因此,許多邏輯学家 认为: 根本不需要分別类这个槪念 

和性质这个槪念。換言之，一种专門的“性质論”是不必要的—— 

■ 

有了类的理論就完全足够了。 

作为这个看法的一个应用，我們可以給萊布尼茲定律作一个 

新的表述。§17中的萊布尼茲定律包含了“性质”这个語詞，在下面 

这个和它完全等値的表达式中，我們代之以类”这个語詞 •. 

当且仅当每一个包含$与: y 中的任一个作为元素 

的类，也包含另一个作为元素。 

% 

从萊布尼茲®律的这个新的表述中 ，我 們能够 看出： 同 一槪念 
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可以用类的理論来加以定义 ㊁ ' 

1 

0 

.§23. 全类与空类 


上面我們知道，相应于任何只包含一个自由变項的語句函項， 
总有一个由滿足这个語句函項的一切对象所构成的类。这一点也 
可以用于下面两个特殊的函項 ： 

( I ) x = x ， 工 々 a :。 

很显然，任何事物都滿足第一个函項（参看§17)。因此，和它相应 
的类 

Cix=x)j , 

包含一切个体作为元素。我 h 将这个类叫作全类 (universal cla- 
ss )， 幷用符号“ V ”（或 “ l ”）来表示觉。另一■方面，却沒有任何事物 
滿足第二个函項。因此，和它相应的类 

I 

C (： r 今； r ), 

我們叫作空类 (null class 或 empty class ), 幷用“ 八”或 “0，，表示它, 

« * 

空类不包含任何元素 ㊁ ®。現在，我們可以用具有 

x^K 

这神形式的等値的函項去代換( I ),即得出 

(II) mV ， mA, • 

任何个体都滿足第一个公式，伹沒有任何个体滿足第二个公式。 

在一門特殊的数学理論中，我們最好精确地指出，甚么是这个 
理論中的个体，而不用一般的个体这个邏輯的槪念。这样，由这些 

个体所构成的类将可以用“ V ”来表示，幷称之为这个数学理输的 
(universe of discourse )。 例如，在算术中，由所有的数所构 

▲ 4 类 r 就是它的論域。 

*应当着童指出， V 是所有的个体所构成的类，伹是， V 却不包 


CIV ) 类的理論 
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含所有可能的事物， 因而， 也不包含一級类、二級类…作为它的元 
素。至于一个包含所有的可能事物的类是否存在，幷且更一般地 
說，我們是否可以考虑不屬于一个特定的級而旣包含个体又包含 
各級的类作为定的元素的“不齐”的类 （inhomogeneous class ) - 

这一点本身是一个問題。 

这个問題和近代邏輯中一个最困难的問題密切有关，也就是 
說，是 和所謂 罗素譯論以及邏輯类型理論 (theory of - logical type ) 

密切有关的。 S 奚&个問将•超出本书預定的范圍。这 
里我锕只需荽 指出， 即使在整个数学中也很少需要考虑“不齐”的 
类（只有在集合的一般理論中是例外)，至于在其他科学中这种需 
要就更少了。* 

§24. 类与类間的基本关系 

在两个类尺与 L 之間，可以有各种不同的关系。例如，可以 
有这样的情形：类尺的每一个元素同时又是类 L 的一个元素。在 
这神情形下，尺类就叫作 L 类的 f 孝，或者說色芦，季类中， 
或者說 K 类对于 L 类有竽 f 手;而就 L 奚豳，•則•是 L 学争 

亨 Kff ，字 ㊉ 了个 可以簡单地用下面任 A 二 

+公式来 表示： ， 

尺 CL 或 L 〕 K . 

当我們說尺是 L 的子类，这_不排除 L 也是尺的子类这神可能 
換言之，尺专 L 可以互为子类，幷从而，尺与 i 的所有的元素 


①罗素所提出的邏輯类型这个槪念，是与类的級这个槪念密切相关的；甚至邏 
輯:类型这个槪念可以看作是类的級这个齒念的普遍化^邏輯类型这个概念，不仅渉及 
类,而且也渉及到別的东西， 例如， 渉及到我們在下一章所要討論的关系。邏輯类型这 
个理論，在罗素的《数学原理》一书中得到了系統的发展^ C 参看第16頁§6注①） 
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都是共同的 1 在这个情形下，从（以下荽讲到的） 一 条关于类的理 
論的定律,就可以推出: ic 与 L 是同一的。但是，如果逆关系不成 
立，即是說，如果尺类的每个元素都是 L 类的元素，而 L 类的每个 

元素幷不都是 K 类的元素，那么， K 类就叫作 L 类的眞正子类 

« « • 

(proper subclass ), 或叫作 L 类的部分 ( part )。 例如， 由所有整数构 
成的集合是由所有有理数构成的“的眞正子集合，又例如，一条 
綫中的一段是这条綫的部分。 

如果在两个类 K 与 L 中，—少有一个元素是共同的，而且如 
果 K (或 L ) 中所包含的有些元素不是 L (或 K ) 中的元素，那么，我 
們就說， K 类与 L 类如果两个类至少都各有一个元素(即是 
說，它們都不是空类)，如果它們沒有一个元素是共同的，我們 
就說，它們是不可兼的，或者說不相交的 （mutually exclusive 或 

最 ♦_ 參暑 

disjoint )。 例如，一个圓与通过圓的直綫是相交的，而一个圓与一 
条距离圓心大于圓的半徑的直綫，却是不相交的。由一切正数构 
成的集合与由一切有理数构成的集合相交，但是正数的集合与負 
数的集合是不可兼的。 

关于上面所讲的这些类与类之間的关系，让我們举几个有关 
这些关系的定律的例子： 

k 

对于任何类 

幸1果 KcX 而卫 LdK , 那么， 

加果 Kc = L 而且 LdM ， 那么， KcM ㊁㊈ 。 

V 

如果 K (不空类）是 L 的一个子类，而且如果 L 类与 M 
• 类是不相交的，那么, K 类与 M 类是不相交的。 

〜上面第一个公式，就叫作包含的 | 弓:亨亨，或叫作类的1^1 一 
上面第三个公式，就叫包含的亭奉++。•第三个公式和条 ra 

个公式(以及其它类似的公式一起)，形 一 k 命題,統称为直言三 

• • • 
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段論定律 （laws of the categorical syllogism)。 

• • • • 

就每含这个槪念說，全类与空类的特性可用下面定律表示： 
对于任何类而且八 

这个定律，特別是就它的涉及空类的第二部分（即八 cK) 說，許多 
人都觉得它有些證謬。为了要证明这个定律中的第二部分，让我 
們硏究下面这个蘊函式 •. 


如果工 e /\， 那么， nK 。 

f 

无論我們用什么去代換“工”与 “K”， 这个蘊函式的前件都将是假 
的；因而这个蘊函式是眞的（如象一些数学象有时說的，这个蘊函 
式是“空虛地”被滿足的)。这样，我們就可 以說： 凡是类八的元素， 
必同时也是类 K 的元素。因此，根据包含的定义，就可以得出八 c: 
K 。 同样，用类似的方法，我們也可以证明这个定律的第一部分（即 

V 〕 K )。 

很容易看出，任何两个类之間必定具有上面所說的那些关系 
之 一。 这一点表示为下面这个 定律： 

如果 K 与 L 是任意的 两个类 ，那么，或 者尺二 L ， 或者尺 


是 Z 的眞正子类，或者1是尺的眞正子类，或者尺与 L 是 
相交的，或者尺与 L 是不相 交的； K 与 L 之間不能同时具 


有两神上面所說的关系。 

■ 

为了对这个定律有一个淸楚的、直觉的了解，最好将类X与 
L 設想为几何图形，同时，想像这两个图形相互間所有可能的位置。 

以上这些在这一节里所已經討論到的关系，可以叫作学亨, 
間的基本关系。、① # ^ #， 


• • • • 


整个的旧的傳統邏輯（参看§6 ) 几乎可以完全簡化为类与类 


①法国数学家杰尔哥納 （J* D, Gergo^e) 是第一个八开始对这璧关第作了全 
面彻底的硏究^ - 
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% 

之間的基本关系的理論。即是說，簡化为类的理論中的一个小部 
分。从外表看，这两种理論的不同 在于： 在旧邏輯中，类这个槪念 

攀 

幷不显明地出現。在旧邏輯中， 例如，不說： 馬类包含于哺乳动物 
类，而习惯于說:所有的馬都有哺乳动物这个性质，或者簡单 地說: 
所有的馬都是哺乳动物。傳統邏輯中的最重要的定律是一些直言 
三段論定律，它們完全相当于我們上面所指出的那些关于类的理 
論的定律（这些定律我們沿用旧名称作直言三段論定律)。例如， 
我們 J ; 面所讲的第一条三段論定律 (即: 如果 KCL 而且 Lc = M ， 那 
么 Kc ± M )， 就相尝旧邏輯中的 

如果每一 M 都是 JP ， 而且每 一 S 都是 M ， 那么，每一 S 都 
是 P 。 

这是傳統邏輯中的一条最有名的定律，普通称作三段論定律中的 • 
Barbara 式。 


§25. 类的运算 

現在我們要来硏究一下某些 演算, 运用这些演算已定的类， 
便可产生新的类。< 

、給定两个类 K 与 L ， 我們就能形成一个新的类 Af ， 而 M 包含、 
而且仅仅包含那些至少屬于 尺与 1两者之一的事物。我俩可以 
說, M 类是 由尺类 的元素再加上 L 类的元素而成的，这个运算叫 
作宇 ® M 类叫作 K^L 学 pft ( suni 或 union). 

K ， 与 L 的和，可用符示 * 

' KUL (或尺屮 L )。 

我們还可以形成另外一个新的类 M ， M 的元素是，幷且只是 
那些旣屬于尺又屬于 L 的事物。这个关于 K 类与 L 类的运算，叫 
作类的乘法 a 而这个 A / 类，叫作尺类与 L 类的积或交 （product 
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或 intersection )。 K 类与 [ 类的积，可以用符号表示如下： 

/ 

Kf]L (或尺 vL )。 

这两个运算在几何中常常被应用；有时候，可以很方便地用它 

們去定 X 新的几何图形9例如，假設我們_已經知道一对互补角的 

意义是什么，那么，半平面 一-一 即直角 一一 就可以被定义为两个互 

朴角之和。 （这 里，一个角应了解为一个角域，即了解为平面的一 

个部分，其边綫是两条半綫，称为这个角的股）。又，如果我們用一, 

个任意的圓和一个其頂点位于这个_的圓心的角，那么，这两个图 

形的交就是一个叫做圓扇形的图形。 

让我們再从算术范圍中傘两个例子 :• 由所有正数构成的集合 

与由所有負数构成的集合之和，就是所有不是0的数的 集合； 由所 

有偶数构成的集合与由所有素数构成的集合之交，就是那个只具 

有数2作为它的唯一元素的集合。2这个数是唯一的偶素数， 

类的加法与乘法遵守着許多定律。其中有一些定律和算术中 

的关于数的加無与乘法的定理完全类似—— 0 E 是由于这个理由， 

▲ 

我們才选擇“加法”与“乘法”这两个語詞来称呼上面这些类的运 
算。作为一个例子，我們可以提出关于类的加法与乘法的交換定 

#和_令 亨#: . • • • • 

▲ 车任何类尺与而且 
对于任何类尺，厶与 M , ku CL \ JM ') = CK uL ) UM , 
而且尺 h ( l 门 Ao =ck n i ) 门 m 。 

如果我們用符号 “+ ”与“ . ”分別代換符号“ u ”与“ a ”， 上述 
定律和相应的算术定理之間的类似，就变得十分明显。 

然而，其俾的定律就和算术的定理頗有不同。下®的重言定 
_就是一个显著的例子。 

* 对于任何类 K ， 尺 UK - K 而且尽二 K 。 / 
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我們只要思考一下 ku 尺与 kak 的意义，上面这个定律就很明 
白。例如，我們在尺类的元素上加上同一个类尺的元素，事实上， 
我們幷沒有加上任何东西，因而其結果仍然是同一个类尺。 

我們还要提出另外一个演算，它同加法与乘法的演算不同，在 

p 

于它可以只运用于一个类，而不是运用于两个类。这个演算就是 •. 

由一个給定的类 K ， 我俩可以形成一个 K 类的佘类 （complement 
of the class K )， 即是，可以形成一个由所: if 士尺类的事物构 
成的类。 K 类的佘类，用符号表示，就是： 

例如,如果尺是由所有整数构成的集合，那么，所有的分数与无理 
数都屬于集合 V 。 

% 

关于余类的定律，与确立余类与以前所讲的那些槪念的关系 
的定律，我們举下面这两个公式 为例： ' 

对于任何类尺， KUF = V 。 

对于任何类 X ，尺门尺'=八。 

■ 

第一个公式叫作类的理論方面的乎宁亨，第二个公式叫作类的理 

論方面的予亨亨 ㊂㊉ 9 • • • 

类与关系与上面已經讲过的类的运算，以及全类与空 k 
类的槪念，都由类的理論中的一个特殊部分所加以硏究；由于有关 
这些关系与运算的定律，都具有一些簡单的、和算术定理相类的公 

式的性质，因此类的理論中的这一部分，叫作类的演算。 

• • • • 

§2 G . 等数类, 一 个类的基数，有穷类与无穷类； 

算术作为通輯的一个部分 

* 在作为类的理論的硏究对象的其他槪念中，有一組槪念値得 
我們特別注意。这耝槪念 包括： 等数类的槪念；类的基数的槪念， 

•i 
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有穷类与无穷类的槪念。这些槪念都是相当麻煩的槪念，这里只 

一 

能粗淺地談 一談。 

作为两个,聲亨孝或申亨亨考的例子，我們可以考虑^下右 

手手指这个集 Li 手合。这两个集合是等数 fe ， 因 
为莪們亩以将左手手指与右手手指作成这徉的許多对 :（ i ) 每个手 
指只屬于一对。 （ ii ) 每对中只包含一个左手手指与一个右手手指。 
在同样的意义下，由多角形的所有頂点构成的集合，多角形的所有 
的边构成的集合与多角形的所有的角构成的集合，也是等数的 
玖后，在§33,我們将可以給等数类这个槪念下一个确切的一般性 
的定义 ㊂ e 。 

• 現在让我們来考虑一个任意的类&无疑的，存在着这样一个 
性质 ，这 个性质只屬于所有同 K 等数的类， 而不屬 于任何其他的 
类。（也就是說，“同 K 等数”这样的一个性质。）这个性质,就叫作 K 

类的亨亨，或 K 类的字亨亨亨|，或尺学 ㊉ 亨。这也可以用更簡 

单更的，伹也許更•抽•象•的•办•法来表示 •: k 為的甚数，就是由所 
有同尺类等数的类构戍的那个集合。由此，可以得出，当且仅当 
Km 与 L 类是等数的，那么， i ： 类与 L 类具有同一的甚数。 

.从类的元素的数目着想，类可以分为有穷类与无穷类，在有 
穷类中，我們又分別：恰恰包含一个元素的类，恰恰包含两个元素 
的类，恰恰包含 H 个元素的类…。这些語詞，在算术的基础上可 
以很容易地給它們下定义。令 n 为一个任意的自錶数(即，非負数 
的整数)，我們就可以說 •• 如果尺类同由所有小于 n 的自然数构成 

的类是等数的，那么， K 学,宇？卞字宇哼字哼。詳細点說，如果 

一个类同由所有小于2的自然数*^构的 # 类*^等数的，即是說 ，一 
个类同由数0与1所抅成的类是等数的，那么，这个类就是由两个 
元素构成。同样，如果一个类同由0、1与2构成的类是等数的， 
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那么，这个类就是由三个元素构成的。普遍地說,如果存在着一个 
自然数打，而 K 类是由 7 Z 个元素构成的,那么，我們說尺类是 f f 

学; 反之，遥竽窄学。， • • 

# 但是現們已經认識到，述有另一种定义的办法。我們剛 

-才所考虑的所有这些語詞，都可以用純粹邏輯的語詞来加以定义， 

而完全不需荽应用任何屬于算术范圍的表达式。例如，我們可以 

說•.如果 K 类适合下面两个条件，0 )有一个$而^^尺， （ ii ) 对于 

■ 

任何 y 与之，如果 y 而且2：( K ， 那么，：2：(这两个条件也可 
以換成一个单一的条件，即•.恰恰有一个 X ，使得以尺，参看 §20), 
那么， K 类是由恰恰一个元素构成的 & 类似地,我們可以定 X 这些 
表达式：“尺类是由两个元素构成的”， “ K 类是由三个元素抅成 
的”，…等等。当我們着手去定义“有穷类”与“无穷类”这些語詞 
时，問題就变得困难得多。伹是，即使是这些語詞，我們也已經 
能够成功地用純粹邏輯的語詞来对它們下定义（参看§33 )。因 
此，我們上面所討論的所有这些槪念,都已經包括在邏輯的范圍之 
內。 

这一事实产生 T 一个极 重要、极令人注目的 結果； 因为現在我 
們知道,数的槪念本以及同样地，其他一切算术槪念，都是能够 
在邏輯范圍內加以定义的。事实上，我們可奴很容易确立那些表 
示个別的自然数(如“ 0 ”，“ 1 ”，“ 2 ”，…… ） 的符号意义。例如，数 
1就可以定 X 为这样一个类的元素的数目，这个类是由恰恰一个 
元素构成的 & (这样一个定义似乎是不正确的，似乎犯了循环定义 

4 , * 

的錯誤，因为被定义者“一个”在定义者中出現；但是事实上，这里 
幷沒有錯誤，因为“这个类是由恰恰一个元素构成的”这个表达式， 
应当作为一个整体来看，而这个整体的意义，在前面已經有了定 
Xo ) 同样，我們也念难 定义自 然数的一般 槪念： 一个自然数是一个 




( ff ) 类的® 論 1 忖 

• . 

有穷类的甚数。 此外， 我們还能定义一切有关自然数的运算，还能 

«■ 

引#分数、負数、无理数以扩夫数的槪念，而无需在任何地方超出 
邏輯的界限 a 芦进一步，还可以仅怳根据邏輯定律来证明一切箅 
术定運< 伹附有一个条件，即：在这个邏輯定律的系統中必須首先 
加入一条叫作字亨今亨的 定律; 这条定律断定 :有无 穷多的不同的 

事物。这条定看来，不像其他邏輯定律那样自明） ㊂©。伹 

> 、 , 

是这整个的理論构造是非常抽象的,不容易給予通俗的說明，也不 
适用于对算术的初步讲解。因此在我們这本书中，我們也本想采 

蜃 

取这个槪念；我們把数看作是个体，而不看作是性质或关于类的 

类 6 值是，已經证明我柄有可能将整个算术(包括建筑在算术之上 
• ^ , 

的代数，分析等等，）当作純粹邏輯的一个#分推演出来，单单这 

个事实本身，就足以称作是近代邏輯硏究的最偉大成就之一 # ①* 

* 

+ 

、 ■ - 

•练习 

> 

1. 令 K 是由所有小于 i 的敎构成的集合，試問下面哪些公式, 
是眞的： 1 

O ^ K , l^Ky i^K, t ^ K ? 

i 

t 

2. 射究下面四个集合： ' 

I 

( a ) 由所有正数构成的集合， 

# 

Cb) 由所有小于3的数构成的集合， ，1 

(c) 由所有数 x 构成的集合，使得: r + 5<8， 

(d) 由所有数工构成的集合，^滿足語句函項 “x<3x”。 

4 

■■■■■■ ■ ■■■■■ I ■■■■■_ ， 一 1 II ■ ■ • 

, / 

①这个領域中的一些基本观念应該归功于弗 葉格* 看第16頁§7注②)；.弗萊 _ 
格在他的重要的书：《算术基础 》 CDie Grundlagen der Arithmetik , Breslau 1884〕 

中，第一次发揮了这_思想 a 弗萊格的这些思想，又在罗素与怀特海的《数学 原理》 这 
本书中得到了系統的!彻底的实現。 C # 看第16頁§6注①） 
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f 

在上面这些集合中,哪些是间一的，哪些是不同的? 

3. 由所有这样的点构成一个集合，这些点在空間中与一个定 
点的距离不超过一个給定的綫段的长度^在几何中， 我- 将这个 
集备叫作什么？ ‘ 、 

4•令 K 与 L 为两冬同心圓，尺的半徑小于 L 的半徑。在§封 
中所討論的哪些关系，存在于 K 与 L 之間？同样的关'系是否也存 
在于尺与 i ： 的圓周之 ’間？ , 

5•划两个正方 形尺与 忍使尺与 L 之間有下面的关系之一: 

( a ) K = L ， 

( b ) 正方形尺是正方形 L 的一个部分， 

Cc ) 正方形 K 包含正方形 L 作为一个部分， 

'( d ) 正方形 2 C 与正方形 L 相交， ， 

( e ) 正方形 K 与正方形 L 不相交， 、 

如果尺与 L 全等，上面哪些关系就不能成立？如果不考虑正 
方形，而只考虑正方形的扃长，上面有哪些問題就不能成立？ 

6 •令; r 与： y 是两个任意数,使得 T < y 。 我們知道，由所有不小 
于工又不大于 y 的数构成的集合，就叫作以工与 y 为端'点的区間; 

这个区間用符号 “0， y ]” 来表示。 • 

、 

下面公式中哪些是正确的 ： 

( a ) [3,5] C ：[3,6]， . ’ ’ 

Cb ) [4,7] C [5，10]， 、 

Cc ) [― 2,4]〕[-3,5]， 

( d ) [-/7，1]〕[一5, —2]? 

畚 

在下面这些区間之間有哪些根本关系： 

• ( e ) [2, 4] 和[5, 8]， 

( f ) [3, 6] 和 [3 冬，5+]， " 




I 
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% 

- ( g ) [1+，和[—2, 3女]。 

7•，下面这个語句（它的結构与§24讲过的三段論定律相同)是 

眞的嗎: * 

- k •, 

如果 K 与I不相交，而且 L 与於不_相交，那么， K 与 
M 不相交？ + ’ • 

8. _将下列公式 J 翊譯成日常語言 ： 

(a) ix ― y) <->A [ (x ^ jC) (y ^ K)] , 

(b) OC=L)eA[Or ⑹ e0c€L)] o • 

§22 与 §24 中的些定律，可以用上面这些公式去表达？在 
(b) 这个等値_:的两边，需要作甚么改变，才可以得到一个关于符 
号“〔，’或“〕•定义？ 

. 9 .令 ABC 是一个任意的三角形，辑.上有任意一点 D。 三 
角形 ABD 与三角形 AdD 之和形成 什么图形？ ABD 与 兑 CD 之 
积又形成什么图形？ 

,将你的答案用公式表示出来。 ， 

* I 

10. 試将一个任惫正方形表示为 •_ 、 

(a) 两个梯形的和， 

(b) 两个三角形的交。 

> 、 ■ 

11•下面的哪些公式是眞的（比較上面第6 題）： 

(a) [2,3+]U[3,5] = [2,5]， 

(b) Ol，2]U[0,3] = [G，2]， * 

\ 

(c) [— 2, 8]n[3, 7]=[— 2, 8]， 

t - 

(d) [2,4+]门[3,5] = [2,3]。 、 

上面有些公式是假的，在那些假的公式中，将“ = ”右边.的 表达 
式加以改正，使假公式变4一个正确的公式。 ， 

12•令尺与 L 是两个任意的类 9 如果 KCL ? 那么, XU 允与 


» 


今••今 f4'. d 'ifj- -• 
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倉 

_^「_„ ■ -—— - _ . . . . . 4 ^ I . . • UT 

% 

是等于甚么类？詳細說明： KUV ， KnV ， 八 LJL 与八 Hi 
等于甚么类？ 

b 

提示：在答复第二个問題时，应該想到§24关.于\/与八的定 
律。 

13•試 证明： 任何类 K ， L 与 M 滿足下面 公式： 

•- 

( a ) KCXUL 而且/ ’ 

• 4 

( b ) KnauM )-( xn ^) u (尺门放）而且 anM )= 

X 人 

(^ u ^ nc ^ UM ), 

(c) ocy 二 k ， . 

i , I 

cd ) acuiy = K ' nz / 而且 atnL )'= K ' uz /。 

■ .. 

公式 Ca ：) 叫做 C 类的加法与乘法的)坪年亨亨;公式 ( b 〕 的上半，叫作 
(关于加法的类的乘法的)亏 g 户亨，•的卞半，叫作(关于轉法 

的类的加法的：)令¥ 亨亨。 •公•式 '( O 是巧尋 今考哼窄守;公式 ( 幻是 

类的理論方面的»»。 © 上面的定 # 律 # 中‘邨‘些 4 和 # 算 # 术定理相当？ 

提示： 例如/ 明公式 （ d ) 的第一部分，只要指出 

' ^ * 

( KUL )' 与 KTlL ' 是曲完全相同的元素构成就够了（参看§ 24 )。 

k V 

为了这个目的，我們必須应用§邱的定义，弄明确甚么时候一个事 

物工屬于类 ( XUL )'， 甚么时候 f 屬于 KT 1 Z /。 

. • 

J 

*14 . ㊂ @在§12, §1 3 与第 （ ip 章的习題14中所讲的語句演 

t 

算定律，与在§24, §25以及前面13題中所讲的类的运算的定律 
之間,在結构上存在着极大的相似（它們名称的类似就指出了这 
点）/詳綱說_甚么地方相似，幷且对这种現象給予普遍的說明。 

在 § M 中，我們知道了語句演算的逆反定律;試作出类和运算 
方面的类似的定律。 . ' 


①参宥第 5 0頁筚 CJ ) 奪练习 I 4 的注①, 




; 撕 . 




JH. : ^.smiptiswn 4 
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15 •用 §22 中所引入的符号： 

C 

我們可以将两类之和的定义写 S •. 

jKUL - C [( x € k ) V (^^^)]; 

但是，也可以用通常的等«£式的形式(不用$这个符号）将这个定 
X 表示如 下：、 . x 

. _ [ K ( KUZO >>[( w / OVO ^ i )]。' 

試同样用这两神办法来表示全类的定义、空类的定义、两类之 
积的荩义、一类的余类.的定叉。 

# 16•有沒有这样一个多角形，它的所有边的集合与它的所有 
对角綫的集合是等数的？ / 1 

*17. K 用邏輯范圍中的語詞，作出下列^达式的定义： 

( a ) 尺类是由两个元素构成的， 

4 舞 

( b ) K 类是由三个元素构成的， 

*18 •考虑下列三个集合 ： . 

< a ) 所有大于0又小于4的自然数的集4， 

.( b ) 所有大于0又小于4的有理数的集合， _ — 

♦ 

( c ) 所有大于0又小午4的先理数的集合， 

j 

h 

哪些是有穷集合,哪些是无穷集合？試另外举出几个关于数 

% 

的有穷集合与无穷集合的例子。 



00 关系的理論 ' 

§27. 关系 ，，关 系的前域与关系的 后域; 关系 
与有两个自由变項的語句函項 ' 

在前几章中；我們岜經談到事物間的一些关系。作为两个事 

、 

物間的关系的例子，我們可以举出同一(相等)与相異(不相等乂有 
时，我們可以将 公式： ♦ 


讀成 


与 y 有 M —关系 


或 


之間有同一关系;、 


幷且我們說“=”表示同一关系。同样，有时候我們把公式 


讀虡 


工对： y 有相 異关系 


或 


，工与 y 間有相異关系， 


幷且我們說“ V ’表示相異关系。此外，我們还談到过类与类之間 
的某些关系，例如，包含关系，相交关系，不相交关系等等。現在， 
我們要来討論一些屬于一般的关系理論的槪念。关系的理論，是 




邏輯中的一个专門的而且非常重要的 部分； 关系的理論硏究带有 

完全任意性质的关系，幷且确立关于这些关系的一般定律。① 

--—— s 

①摩根与皮尔斯(参看第 12 頁 §5 注②和第 50 頁第 CII ) 韋练习 14 注①)首先发 
鞮了关系理論，特別是发展了关系理論 中叫作 关系演算的这一部分 (: 参看多 28 )。德国 






为了便于討論，我們引 人变項 “及”，…以表示关系。我們 
可 以将： 

事物*^与事物 y 有兑关系 4 

簡写成 t 



任何一个与某一事物 y 有衣 关系的事物，叫作及关系的前趋 

' • « * # 輋 

■ 

( predecessor ) ;任何适合 H • 

• ’ 

中的; V 的事物，叫作及关系的早— ( successor ) 0 由所有及关系的 

前趋构成的类，叫作丑的前域 ^^ omain )， 由所有及关系的后继 

• • 

构成的类，叫作及的后域 (counter domain 或 converse domain )。 

• 暑 

例如，任何事物都旣是同一这个关系的前趋，又是同一这个关系的 

r* 

后继。因而 ，同 一关系的前趋与后继，都是全类。 

在关系理論中，正如在类理論中，我們可以区分不同級的关 

系。 f 了琴琴考就 是+体 之聞的关系。竿$聲专 f 就是第一級关 

系与®二 ‘奚尜 之間的关系，或第一級类•与•第•一•級•类之間的关系; 

\ ».■ 

其佘可以类推。在这里，情形是更为复杂的。因为，我們常常要硏 
究到‘'‘混合的”关系，这 种混合 关系的前趋，例如說，是个体，而它的 

后继是类，或者，前趋是第一級类，而它的后继是第二銥类。混合 

- ■ * | | „ , 

邏輯家习玉德罙統地扩充和完成了这种理論。习玉德的 《关 系的代数与邏輯 》 (Algebra 
tind Logik der Relative，Leipzig 1895 ) 这本书[这是他的更大的著作：《关于邏輯的 
代 数学 》 CVorlesungen iiber die Algebra der Logik ) —书中的第三卷]至今还是一 
本仅有的詳細討論关系演算的书。/ — 
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关系中的最重要的例子，就是那种存在于一个元素与这个元素所 
屬的类之問的关系。我們还記得，这种关系在§21中，是用％”表 
示的。和在討論类理論时一样，我們現在主要也只討論第一級关 
系；然而，这里所討論的槪念可以应用于，幷且在少数情形下将被, 

S 

应用于更高皴的关系。 '‘ 

我 們假定 ，对 于每一 个具有 两个自由变項 T 与 y 的語句函項， 

* 

相应地，有一种存在于事物 x 与 y 之間的关系， 当且 仅当: p 与 y 滿 
足这个語句函項。就这一点而說，我們說:一个具有自由变項工与 
y 的語句函項 5 表示一种$与 y 之間的关系。例如，下面这个，語句 
函項: 

工 Q 


表示具有正負相反符号的关系 （having the opposite sign ), 或簡单 
地說，正負相反的关系；数 I 与数 y 就有正負相反的关某 （the 

t 

relation of being opposite ) 当且仅当 x + y = Q 0 如果我們用符号 
“ ◦”表示这种关系 ，那么 ，公式 ： 


与 


^cOy 


0 

就是等値的。同样，任何只辱含自由变項文与; y 的語句函項都可 
以变成一个具有 , 


• xRy 

4 

形式的等値的公式，其中炎是一个指示某稀关系的常項。因此, 
正如同公式 ^ ， 

x^K 


可以看作是包含一个自由变項的語句函項的普遍形式一样，公& 

xRy 
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* I 

可以看作是包含两个自由变項的語句函項的普遍形式(参看 §22), 

. • ♦ 

■ 

§28. 关系的运算 ， 

关系理論是数理邏輯中髙度发 M 的分支之一。关系理論的一 

个部分——专罕罕—与类、的运算 相似； 它的主婕对象是建立有关 
关系运算的这些运算定律，可以由一些 絡定的 关系，构造 
出另一些关系来。 

在关系运算中，我們首先要考虑到的是一耝槪念，这一組槪念 

f 

与类的运算中的槪念完全类似；而关于这一組槪念的定律也同类 

J 

的演算中的定律十分相似。我們常常用类的运算中的符号去襄示 
这組槪念。 c 当然，¥了避免混同轉見，我們也可 k 在关系运算中 ^ 
采用另一組符号，例如，我們可以士类的运算中的每一个符号，都 

加上一个点，而将这些加了点的符号用作关系运算中的符号。） 

% 

因此，在关系运算中’我們有两神特別的关燊 ，即： 孕琴手 v 与 
竽专 孕八;全关系为任何两个事物之呷所有，空关系不豸诠侖两个— 
有。 . 

其次，关系与关系之間有各种关系，例如，等 f 琴孕。如果，任 
何时候两个事物間有关系及，这两拿物間就有 kkY 那么，我們 
就說: 关系及 亨, 宇关系 s ; 換言之，財•于任何 x 与 y ， 如果 公式： 

蘊函 ' 

• , xSy, 

那么，关系及就包含于关系&用符号表示，就； 

_ _ 

及匚 S 。 

* » 

例如，从算术中，我們知道•.任何时候 . 


% 


t 
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那么， ' 

因此，小于这个关系就包含于不等这个关系。 

如果同时 / ’ - 

旣及 而且* ， 

*W. 4 > 

也就是說，如果关系及与关系 s 存在于那些同一的事物之間，那 
么，及与 S 就是同一的 ，即， 

R=S 0 

• 其次，还有两个关系及与 S 之和，用符号表示，即 

• • •秦 

R[}S 0 

和两个关系及与 S 之积或交，用符号表示，即： 

* Rns 0 * 

两个事物間就 ieus 关系，当且仅当这两个事物間至少有关系及 
与* s 中之一，換富之，公式: 1 

■rc(JRUS)y 

F r 

与 , 

〆 

^cRy^xSy 

是等値的。同样，两个关系之积也可以这样如以定义，只是把“或” 

这个詞換成 “ 而且”这个詞。例如，如果'反是父子关系， s 是母子 

■ 

关系，那么，及 us 就是亲子’系，及 n * s 却是一个空类。 

最后，还有一个关 系及的 否定关系或佘关系，这用符号表示 

• * 參 

如下 ••- 

、 # 

、 、 R ，。 

R f 存在于两个事彻之間，当且仅当一个关系及不存在于这两个事 

物之間。換言之，对于任何; r 与: V ，公式 二 

• • 

p^R f y . 




与公式 


是等値的。应当注意，如果一个关系是一个常項，那么，就常常在 
这个常項符号土划撗或一斜橫去表示这个关系的佘关系或 
否定。例如，关系 〈的 否定，常用 “< r 去表示，而不用“<〃’去表 
示。 ’ 

在关系运算中，也出現一些完全新的，和类的运算中的槪念不 
相似的漑念。 


这里，首先有两个特別的关系，即个体間 的’了 亨孕与—专 
手，（这两者恰恰是我們在兪面已附带地讲到过•在•关系， 
+，这两种关系就用特別的符号“ i ” 与 “ t >” 来表示(而不用邏輯中 
其他部分所角的“=”与“佘”来表示) ㊂ ®。这样，我們就将它們写 

成: 


ly 与 xDy , 


而不写成 


与工今 y - 

符号“=”与“#，，在关系运算中；只是昂来表宇关系与关系之間的 
同一与相異的。 ' ~ 

这里，我們还有一个引人注意的而且重要的新运算，应用这个, 
运算，我們能够从两个关系 R 与 S 得到第三个4作 R 与 S 的相对 

n 

〒这样的关系(为了同相对积区如；通常的及 与 s 的积，就叫士舍 
A 积）。及与 S 的相对积，用符号表 示为： • 

• • / R/S-, 

■ f. 

工与 y 之間有关系 及 /S， 当且仅当有7个 z 使得’ 

, 工及 js 而且 zSy 。 

例如，令及为是丈夫关系， * S 为是女儿关系 w 如果有一个人 z ， 而 
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工是2的丈夫， z 是 y 的女儿，那么， x 与: y 之間有丑 /S 关系，而 

WAS 关系也就是女婿关系。此外，我們还有一种具有类似性质的 

* 

4 

运算，它叫作 f 个专手 ’ 这个运算幷不起重大的作用， 
因此 k 里我們44糸“4+士五 了。 • ’ 

最后，还有 7* 种运會（它与 作出疋 的那种运算相类似），应用 
这种运算， * 我們能够从一个关系 i? 得^到一种叫做及的率琴孕的新 
关系。这砰关系用符号表示就是： 

裊存在于尤与 ：y 之間，当且仅当及存在于 y 与: r 之間。如果一个 
关系是用一个常項表示的，那…要表示这个关系 p 逆关系，我們 
就常常把这个常項写成相反的¥向。例如，关系<询逆关系，就是 




关系>，因为，对于任何；与 y 5 公式 






^<y 


与公式 


y> 工 


是等値的 


o 


考虑到关系运算的頗为专門的性质，我們在这里就不再进 


步詳細討論它了 


Q 


: ' § 29 -关系的一些性质 

/ 現在我們要轉到关系理論的另〜个部分，在这个部分中，我們 

' 要提出幷且硏究一芦在其他科学中，特别*在数学中，常常碰見的 
特別的关系。_ ' 

k 

^ 如果尺类中的每一个元素都与它自己有关系及，我們:'亨說， 

关系只在 K 类中是自反的;用游号表示，就 是： ’ 


m _ 


xRxi 








' ( t ) 矣杗的璉綸 対 

♦ * 

f 

如果类中沒有一个元素与它自^有关系尽即 


〜（工及工）， 

那么，我們就說•.关 系丑在 K 类中是不自反的。如果对于尺类中 

_ • • « • ' 


任何两个元素，公式 
蘊函公式 


xRy 


yRx , 

那么，我們就說:关系及在 K 类中是对称的。但是，如果公式 


零 


xRy 


蘊函 


〜 ( yi ^)，. f 

、 ，_ 

那么，我們就:說 •: 关系及在 k 学宁是于亨亨的。如果对于尺类中 
的任何三个元素、 y 与 z 而說•，▲件 • • • 

W, 

工及： y 而且: yi ?2 

永远蘊函 

* 

\ xRz 9 

那么，我們 就說: ，关系及在 K 赛宁，亨學的。晕后，如果对于 K 
类中任何两个元_ X与 y， 下面两个公式 v 

xRy y yRx 

r 

中至少有一个焉眞的，也就是說 5 如果关系及至少以一个方向存 
在于 K 类中任意两个木同元素之間，那么，我們 就說: 关系 R 在 K 

类中是連 通的。 

* • • » 

如果 K 是一个全类（或者，至少，是我們所柄究的那一門科学 
的論域，参看§2幻，为了簡单起見，我們常常 不說： 某关系在尺类 
中是自反的、对称的，等等，而 只說： 它是自反的、对称的，等等。 
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§30. 自反的 ，对 称的与傳递的关系 

上面所說的那些关系的性质，常常联合在一起出缉。例如，常 
，常有一些关系，它們旣是自反的，又是对称的，又是傳递的。典型 
的例子，就是同一关系。§17的定律（ II )，就是表示同一关系是自 
反的，定律 ( HI ) 表示同了关系是对称的，定律（ IV )表示同一关系 
是傳递的（这也說明何 it 我們給 §17 所讲的那些定律以这样的名 
称）。在几何中可以找到这类关系的許多其他例子。在一个綫段 
. ■的集合中，例如，全等是一个自反的关系，因为每一个綫段都与它 
自己 全等。 全等又是对称的，因为，如果綫段4与綫段 S 是全等 
的，那么，綫段5与綫段 A 是全等的。间时，全等还是傳递的，因 
为，如果練段 A 与錢段召是全等的，而且綫段召与綫段 C 是全等 

t 

的，那么，綫段々与綫段 C 是全等的。多角形間的相似，直—間的 
平行（假定任何直綫都与它自己平行）都具有上面所說的三个性 
质。在几何范圍之外，人与人間的年岁相同关系，字与字間的同义 
关系，也都具有上面所說的三个性质。 

我們可以将每一个同时是自反的、叙称的与傳递的关系看作 
是某种相等。因此，我們可以 不說： 两个事物間有那样一种关 

系，而說•.这两个事物在某个方面是相等的，或者，更准确地說 •.这 

, \ 

两个事物的某个性质是同一的。，这样，我們亦以把两个綫段是全 
等的，或，两个人是同样年龄的，或者，两个字是同样意义的这些 
說法，分別換成：这两个綫段在长度方面是相等的，这两个人的年 
龄是相同的，这两+字的意义是同一的。 

• * 我們用一个例子来說明，怎样我們可以为上面郝种表达方式 

建立一个邏輯的基础。为此，我們且考虑多角形間的相似关系。 

‘我把由所有相似于一个給定的多角形 P 的多角形所构成的集 
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_ _ _ __^ — __^ ▲ _ | 国国 ^_ T—l~~ a ~T* __ . _ — 

_ 

_k 

合称为多角形 P 的外形（或者，用較为流‘行的米語說，我們将这 
个共同的性质称为多角形 T 的外形，这个共同性质是所有相似于 
多角形 P 的多角形所都具有而其他的多角形所都沒有的）。这样， 
不同的外形就是多角形的某@不同的集合(或者說，是多角形的某 
种不同的性质，参看§22末^的說明）。上面已經讲过，相似关系 
是自反的、对称的与傳递的。根据这点，我們現在很容易說明:每 
—个多角形屬于，幷且仅仅屬于一个这样的集合，两个相似的多角 
形屬于固一个集合，两个不相似的多角形屬于不同的集合。由此， 
我們就可以推出：公式 

多角形 P 与 Q 是相似的 

b 

与公式 , 

#角形 P 与 Q 有相同的外形(即是說， P 与&的 外形是 
同一的） . 

S _ 

是等値的。 、 

p -m * 

讀者将会注赛到，在以前的討論过程中4我們已經用了类乎这 
样的办法:即是在§26中，我們将表达式： ， 

K 类与 L 类是等数的 
变为和它等値的表 达式： 

K 类与类有、同一尚基数。 

我們不难說明，同样的办法可以应用于任何自反的、对称的与 

n r _ 

傳递的关系甚至还有一个叫作抽象原則 (principle of abstra - 
ction ) 的邏輯定律，它驗上面的办法®4丄冬普遍的理論基础，但 
是，这里我們不想对这个原則作精确的討論。 V I 

直到現在，还沒有一个普遍接受的术語来表示所有那些旣是 

* 

自反的、又是对称的与傳递的关系。有时候，我們一般地與这样的 

. 关系叫作相等或等値 （ equalities 或 equivalences )。 伹是 ，“ 相等” 

% • • • • 
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I 


这个語詞，有时是用来表示我們这里所說的这一类关系中的某些 

特殊的关系， 因而， 如果两个事物之間有这样的一种特殊的关系， 

那么我們就說，这两个事物是相等的。例如，在几#中，如我們在 

§19已經指出，全等的綫段，常常叫作相等的綫段。这里，我們再一 

次强調，最好根本避免用这样的說法；这样的說法会产生含.混，幷 

且电違反了我們将“相等”与“同一”着作同义字的这个規定。 

/ % 

• 831. 序列关系;其他关系的例子 

i 

另一类常見的关系，就是那些在一个給定的类 K 中不对称 

的、傳递的与連通的美系（可以植容易看到，这样的关系也必然是 

、 

在尺类中不自 f 的 X 我 們說： 一个具'肴这些 性质的 关系， 夸 K 考 

我們& 說： 孝手及等 k 学聲亨一个序 g ㊂ A 
焱，系（或，我 W 搣滅也会•說，它在任 

何数的集合中都是不对称的，因为，如果:/与是任何两个数 5 又 

如果 . 

^ . 

• 产 

’ 工<，， 

如 么 ， 1 * • 



最后,小于这个关系是連通的，因为，在任何两个不同的数中，总有 

b 'i. 

—个数小于另一个。（而且小于也是不自反的，因为，沒有一个数 


小于它自己。）因此，小于这个关系将任何数的集合排成.一个序列。 

1 \ ; 

同样，大于这个关系也表示了任何数的集合的另一种序列关系。 
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現在让我們来考虑老于这个关系。我們很容易证明：老于这 
个关系，在任何一个給定的人的集合中是不自反的、不对称的而且 
傳递的。〃伹是,它却不一定是連通的；因为，可以有这样的情形，在 
这一个集合中；包含两个恰恰是同一年岁的人，也就是說，他們是 

■ t 

在同一个时刻出生的，幷因此老于这个关系就不在任何方向下存 

在于他們之間。另一方面，如_果我們所的是这样一个集合，在 

这个集合中沒有两个年岁完全相同的人，那么，老于_个关系便在 * 

那个集合中建立起一个序列。 * ■ ； 

还有許多关系，旣不屬于自反的、对称的与傳递的关系这^个 

% 

范疇，也不屬于不对称的、傳递的与連通的关系这二个范疇。 让我' 

_攀 

們来考虑几个 例子。 、 

• 〆 

相異这个关系在任何集合中都是木自反的，.因为沒有一个事 

物不同于它自己；相異这个关系是对称的，因为，如果 

^ * \ - 

玲 y ， 



根据同一定律与一条三段論定律(参看§24)，我們知道，雜与 

类間的包含关系是自反的与傳递的;又我們知道，包含关系旣不是 
1 

对称的，也不是不对称的，因为，公 式： ' 

' KczL 


旣不蘊函，也不排除 


\ 
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LczK 

当且仅当 K 类与 L 类是同一的，那么， Kc=L 与 IdiC 才同时是眞 
的 O 最后，莪們很容易知逭，包含不是連通的。这样，包含这个¥ 
系的性風同前面所讲过的那些秀系的性质都不同。 


' §52. —多关系或函項 ， / 

■ 

現在我們要比較詳細地討論另一类待別重要的关系。如果对 
于每—个事物; y， 至多有二个事物; r， 使得工及^，換貫之，如果公 

式、 ' 

* 

xRy zRy • 

藏函 

# 那么，关系及讒叫作 了夸琴 孕或者零亨琴罕，'或者,簡单地叫作一 
个辱甲。关系及的后“，‘是这样的一 i ‘物: y， 对于这些 y 砰实 
有一—事物 x ，使得 • 


xR yi - 

, ' 

关系及的后继，叫作关系的宇>关系及的前趋叫作关系 R 

的函項値，或者，簡箪地叫^函^的値。令及是一个任意的函 

• * • •籲 暑參 


項，； v 是函項 W 的任何一个主目値，那么，那个相应于主目値 y 的 
唯一的函項値 0 ：，我們就用符善“及( 30 ”来表示。因而，我們用、 

I - 

x = R ( y ^<^ / ， 


去代換 


、 ' ^,Ryo 、- 

* 

一般地，特別是在数学中，已經成为一个习慣，我們不用变項 


T , V”，…而用別的字母如“/”，V”…去表示函項关某，因此,我 

>• * 

們常常可以看韵〖这样的公式 ，如: 
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工； /(y )， ^—gCy'yy … 5 

公式: 

* s 

x = fCy) 

可以讀成 •. # 

函頊 / 对于主目値 y 指定値 

* % 

或者讀成< * 

尤是那个相应于生目値 y 的函項尸的値。 

(另外也有一种习償,用孪項“工”去指主目値，用 V ’去指函項値。 
我們将不遵守这种习慣。我們还是用“工”去邊函項値，用 “ y ” 去指 
主貝値，因为这样可以便于与关系理論中所用的一般符号联系起 
来。 ） 

y 

在許多初等代数敎科书中，我們发現，关于函項槪念的定义与 
这里所用的定义很不同。在那些敎科书中，_項关系被表述为是 
. ， 两个“ 变”量 k “变”数間的关系，即，被表述为是“自变項”与 
“应变項”間的关系；自变項与应变項是互相依賴的:如果自变項变 
了，应变項也跋着变。这种定义今天已經不該再用了，因为它們經 

礪 

不起任何邏輯的批判。从前有过一个时期，有人企图分別“常”量 
与“变最（参看§1>,这种定义 是这个 时期遺留下来的东西。伹 
是，如杲一个人想旣4乎近代科學的荽求，•又不完全打破傳統，他 
可以懌留旧术語，而在語詞“主目値”、与“函項値”之外，再用“自变 
項値”与“应变項値”这样始表达式。. 

函項关系的最簡单的例子，就是通常的同一关系。作为日常 
生活中的一个函項的例子，我們可以举下列語句函項所表示的关 
• 系为例1 

龙是 y 的父亲。 

* 

这是一个函項关系，因为，对于任何人只有一个人: r ， 这个人是 


m 





鎗一部分邏輯的元素，演轉方法 


y 的父亲。为了表明出这^关系的函項性质，我們可以在上面的 

_ 

'表述中加一个“那”字 ，即： 

r 是那 y 的父亲， 

代替这个表达式，我們也可以說： 
t x 是和那 y 的父亲同一 3。 

这一种，用加一个有定冠詞“那改变原来 k 个表达式的方法，在 
曰常語言中所起的作用，正和我們在符号_述中从公式 

、, xRy 

轉換到 - ， . 

、 

x^RCy) 

* 

•所起的作用 i 相同的。 . 

函項这个槪念，在数学科学中起着最重大的作用。高等数学 


中有些分支，是专門来硏究某种函項关系的。.但是，在初等数学， 


特別在代数与三角中，我們也发現大量的函項关系。下面这些公 
式所表示的关系,就是函項关系： * 

… ’ i 

工+产5 、' 

« - 

x=^y 2 

、 . ^=logi 0 y 
• x^sin y y 

s 

其他还有許多。让我們比較仔細地硏究一下上面的第二个公式。 
对于每一个数 y , 只有一个相应的数 T ， 使得: r ==； y 2 。 这样，这个公 

f 

■ 

式就奉示了一种函項关系9这个函項的主目値是一些任意数，然 
而这个函項的値，却是一些非負数。如果我們用符号“/”表示这个 
函項，公式： 、 ■ 

i 

就具有这样一个形式： 
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^=/Qy )。 

显然地，这里的与 “ y’ 可以用指示确定的数的符号来代換。例 


如，由于 


4 —(™ 2 ) 2 , 


我們就可以断言 


4-/(— 2)。 


这样，4就是相应于主目値 一2 的函項値。 - ' 

另一方面，在初等数学中，我們也碰到不是函項的关系/ 
例如，小于这个关系就不是一个函項，因为，对于每一个数％有无 

S ， 、 

穷多的数X，使得 - 




又，公式 

.• 


工 2 + y 2 ：=25 


所表示的数$与数 y 間的关系，也不是一个函項关系，因为，对于 

同一个数 y， 可以有两个不同的数 *r 滿足这个 公式； 例对于数 

4,就有两个相应的数3与一3。应当注意：像上面这个关系那'样， 

0 

在有些由方程式所表示的数与数的关系中，一个; y 同两个或两个 

, 

以上的工相应;这样_关系，在数学中有时候 齊称作 土値函項或多 
値函項 （0 別于年値函項或普通意义下的函項）。然而我將觉得， 
将这种关系叫作 i 項，似乎是不妥当的，至少在初等数学中是不妥 
当的，因为, S 样就会抹杀函項这个槪念与关系这个更为普遍的槪 
念之間的本质区別。 

n 

就数学在經驗科学中的应用說，函項有特別的重要每当 

我們硏究客观世界中两种量間的依賴关 系时， 我們就力求給这种 
* * 

依賴关系一个数学公式，这个数学公式使我們能够用一种盛来精 
确地决定另一种量。这样一个公式就表示两种量之間铯某些函項 
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I 

里 _^ _ _ ▲ _ _ _ _ _^ 

t ' 

失系。 让我們傘物理学中-个有名的公式作为例子 •. 

b 

, 5—16.1 t 2 l 

这个公式表示自由下落的物体所經过的距离$对于它的下落时間 
右的依賴关系（距离以呎为单位，时間以秒为单位)。 

n 

t 在結束我們关于函項关系的討論时，我們要着重指出，这里 


/所讲的函項这个槪念是与§2中所讲的語句函項与指示函項有本 

i 

质的不同的。严格地說，“語句函項”与“指示函項”这些語詞，幷不， 
屬于邏輯或数学的 i 圍;这些語詞表示某神表达式，这种表达式可 
以用来帮助构成邏輯与數学公式,但是，这些表达式本身幷不表示 
这些邏輯与数学舍式所硏究的事物(:參看§9)。但是，我們这里所 


讲的新的意义下的“函項”，却是一个純粹的邏輯性质的表达武，屯 
表示邏輯与数学所硏究的某一类型的事物。无疑，在这些槪念之 


間是有联系的；这种联系大体上可以这样来 表述; 如果用符号” 
把变項“〆和一个只包含龛項 “y” 的指示函項（例如， V+Sy+S") 
結起来，那么，所得出的公式(它是一个謌句函 項）: 

. f 

就表示一个函項关系;或者說，存在在那幷且仅仅在那些滿足 

于这个語句函項的数 x^y 之間的关系是一种这里所說的新的意 

义下的函®。这就是这些槪念常常痕淆的理由之一。* 

. ' 

■ 

833. -关系或-函項与-对应 


v 


在函項关系中， 


应当特別住意所謂 


关系或-函項。— 


一关系或一函項是这样的函項关系， 在这种 关系中，不仅对于每 ’ 


—个主目値 y， 只有一个相应的函項値工，而且对于每一个函項値 


工，也只有一个相应的主目値 y。 也可以这样来定X•.包含变項 x 
与; y 的一一关系或一一函項，就是这样的关系 3 不伹在这_关系本 
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__ _ ^__- _ __ _ _ _ __ 

- • 

身中$对 y 是一多关系，而且在它們的逆关系中 (: 参着 §28) ，: y 对: r 
也有一 "多关系。 

如果/是一个一一函項， X 是由主目値构成的一个任意类，而 
L 是由和 K 的元素相应的函項値所构成的类,那么，我們就說••函 

項/ px—Mmm 乎宇如或者說:函項 f 亨字 

# - # # 

划出一綫段作为长度的单位。又 ，•令 r 是在半綫上的任何点。于 
是，，我們就可以度量綫段 oy ， 也就是說，我們可以給 oy —个相 
应的非負数々：工叫作綫段 OY 的长度。 因为这 个数$完全依賴 
于点 y 所在的地位，我 ff ! 可以用符号 “/(D ”去表示它。因而，我 
們就得出： ' , 

x = f { Y ^ 9 

但是，反过来，対于^何一个非負数 A 我們也可以在半綫上划出 

• 一条唯一的确定的綫段 oy ， 使得它的长度等于 x 。’ 換言之，对于 

« 

每一个 a 恰恰只有一个点 y 与之对应，.使得 

_ I , 

因此，函項/是一一^函項。它在半綫上的点与非負数之間建立了 

b 

一个一一对应的关系（也可以在整个綫的点与所有实数之間建立 
一个一一对应）。另外广个例是下面这个公式所表示的关案： 

这’是一个一- * 函項，因为，对于任何数 A 只有一个数: y 滿足这个 
公式;很容易看出，这个函項在由所有: E 数构成的集合与由所有負 
数构成的集合之間建立了一今——对应。作为最后一个例,，我們 
举出下面这个公式所表示的 关系： 

cc =2 y ， 
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1 假定 符号“ y” 在这里只表示自然数。这又是一个 一 _-函項;这个函 
項使得对于任何自然数％有一个偶数鈔与之对应；同时，对于每 
一个自然数的偶数: r， 恰恰有一个数乂与之对应，使得 2：y=:c， 即 
是， y = 这样 5 这个函項在任意自然数与偶数的自然数之間建 

立了—个:一_^对应的关系。——从几何范圍內，我們可以举出許 
許多多的——函項的例子(対称、共錢的映射等等X 

* 由于我們有了——对应这样一个槪念，現在，我們就能够給 

我們在前面曾經直觉地但幷不是严格地表述过的那 个語瀹 下一个 

» ^ - 

精确的定义。它就是等数类这个槪念(参看 §26) d 現在，我們可以 - 

I 

說：如果有一个函读，它在 X 类的元素与 L 类的元 ，之耐 建立了 
' —个 一一 对应的关系，那么，尺类与 L 类就是等数咏 ‘ 或者説:， K 杂 
与 L 类有相同的 墓数。 /根据这个定义，結合前面所举的例子，我， 
們就可 得出： 一 个任离半綫上的所宥 点的〶 合与所有非負敦的集 
、 合是等数的；同样， 正数的 集合与$数的集‘是 等数的 ，所有自然、 
数的集合与所有偶数的自然数的^合是等数的。最后的那个例、 

子，是特別有意义的，因为这个例子表示了一个类可以同它的眞正 
子类是等数的。.对于許多讀者，这个事实初看起来似乎是很謗謬 
的，因为，平常我們总是用两个有穷类来互相比較它們的元素的数 
目，而一个有穷类的确总是比它的任何部分具有較大的甚数。但 
如果我 ff5 想到： 自然数的集合是无穷集合，而我們不能把完全 
是从观察有穷集谷所得出的性质，加之于无穷攀合，那么，这个證 

p ▼ 

謬的情况%不存在了。値得提出 的是： 自^数的集合同它的一个 
部分等数这样一个性质，是任何无努集合所共有的。这个性质，因 

此，可以作为无穷集合的特点，会們可以根据这个特点而分別无穷 

* « 

秦合与有穷集合; 一 个有穷集合可以簡单地定义为是一个类，这个 
类同它的任何眞正子类不是等数的。（虽然，这个定义佘产生一些' 




il ) 关宗的瑝输 


ioa 


邏辑上的困难，我們在这里不加討論。）①* • 

« 

t 

§34. 多項关系;包含几个变項的函項与运算 f 

■ 

直到現在 ，我 們只是討論了 p 亨$手，即是，只討論了在两个 
事物間的关系。然而，我們在‘門^学 # 中常常会碰到三項与多項 

_ « ■耆 

，予〃例如，在几何中，—在…之間”这个关系，就是一个典型的三 
系。“在…之間”这个关系存在于一条綫上的三个点之間，用 
符号表示就是： 

A / B / C , 

a 

■ 

它可以讀为 •. ’ ' 

B 点是在4点与 Ci 之間。 • 

算术也提供了許多三項关系的 例子； 在三个数 X 、 y 与5：之間的关 

t | 

系，如 

■ 

, 

I ■ 

^ x = y+z 、 

嫵 

就是一个三項 关系。 同样 ，公式 •.费 

/ • 

• ' x=y—z . 、 

I 

x—y ， z 1 

x~y : z . 

都是三項 关系。 ' : 

下面这个关系，就是一个四項关系的例子，即: A ， B ， C ， D 之 

t 

,間的关系/是一个 ra 項关系当且仅当 ab 的距离等于 <? D 的距离, 

t 

也就是說，如果綫段与綫段 CD 全等。另外一个四項关系的 


①第一个引起人們注意我們这里所討論的无穷集合的性质的，是德国哲学家与 

丨 

数学家波察諾 ( B . Botano , 1781— 1848)。在他的书《无穷的綍論》(萊比錫，1851 ) 里， 
我們已經看到近代集合論的萌芽。后来皮尔斯 （参 看第12頁§5注①）与一些別人用 
上面所說的那个性质去 定义有 穷集合与无穷集合。 
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例子，就是数$、 ： V 、 K 養这样一个比例关系： 


OC : y — z : t 0 

在多項关系中，具有特別重要性的是那些相当于二項函項关 


系的多項菡項关系。为了簡单起見，我們只限于討論这类多項关' 


系中的三項关系。如果对于任何两个事物: y 与2，至多只有一■个 
榷应的工，使得 r 对： y 与 z 有及关系，那么，及关系就叫 作一个 f 
項函項关系。这个唯一地确定的事物，假如它存在的話,，我或^ 

參擧暑 ♦雖 

用符号 . 

\ ' 

RCy , z ) 

或者用符号 • 


, yRz • 

去表示它 (: 在这里的意义和它在二項关系里的意 X 不同)〗这 
悪表示$对: y 与 z 有函項关系及，我們有下面两个公式可以 

应用： • 


, 与 x = yRz 0 

I 

相应于上面这两个公式，我們有两种說明的 方法。 当我們用 

• ib , 

公式 ' 

* 才 k 

x — RCy ^ z ) 

叶， ，我們就将叫做字〒。冷了分別二項函項关系与三項函項关 

系，我飩将前者叫作亨•了 Y 字®亨®平或亨了个宇 - mmm , 而将 

后者叫作有栢个变項函或'^^两"^主目函 W # V , 四項 

蓴 V 覃 V V V ■ 嫌 ■ • 、* 脅 春 • ■ A 

的函項关系，就叫作有三个变項的函項或有三个主目的函項，其佘 

♦ • ■••••• A ■赢 •• •血 A 

类推。在衾示包含任何数目的主目的函項时，我們习慣用变項 
V ”， 公式： 

4 

I 

$ r 

z ) 


讀成 


* 
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f x 是那'个相应于生目値; y 与2：的函項/的値 

_ 


当我們用公式: 


x—yRz 


时，关系常常被看作一个或者，更明确一点，看作一个 f 

字亨亨，上面的公式，就讀 ♦•• • \ • 

$是施运算及于 y 与％的結果； 


在这句句子里，在“及”这个字母的位置上，我們傾向于用別的字 

. ， - 


母，特別是用字母 “ o ”。 


算术的四个墓本 运算： 加'法、戚法、乘法与 


除法，可以作为例同样，如像类与关考的: jp 法与乘法这样一些 
邏輯运算，、也可以 b 为例子(参看§25与§28)。有两个变項的函項 
这个槪念，与二元运算这个槪念，內容上显然是完全相同的。也 
許应当說一下，有一个变項的函項，有时也叫作运算，詳細点說，叫 

作了^¥亨。例如，在类的运算中，一个类的余，通常不看作是一 
个—/而*看作是一个运算。 

虽然多項关系在各門科学中起着重要的作用，伹是，多項关系 

* • ^ 

的普遍理論，还是在剛开始硏究的阶段。当我們說到一个关系或 
关系的理論时，通常我們在心里所指的，只是二項关系。直到缉 
在， 我們只 对三項关系中的一个特殊的范疇，即二項运算的范疇进 

〆 - 

行 过比較 詳細的硏究。这种运算的典型例子/就是算术的加法。 
对于这方面的硏究是由一門特別的数学理論一一群論——所担負 
的》在本书的第二部分，我們将要讲到群論专的一些槪念，这样， 

也就要讲到二元运算的某些一般性赓。 ^ 

- , 

乂‘ f 

• 、 

§35. 運輯对其他科学的重要性 


上面我們討論了現代邏輯的一些.最重要的槪念，幷且，在討論 
中，熟悉了一些（当然只是很少一些）有关这些槪念.的定律。但是 
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j* 

I 

本书的目的幷不是要把我們在科学論证中所应 1 用的一切邋輯槪念 

• ■ 

和定律都无遺地列举出来。就其他科学，甚至就和邏輯关系最密 

\ 

切的数学科学的硏究和提高豳，这也是不必要的.遽輯被正当地 
认为是一切其他秆学的基础，我們只要举出一个 理由？ 在每一个 
論证中我們都应用取自邏鞞范圍的槪念，琴一个正确的推論都要 
遵循邏輯的定律来进行。但这幷不等于 k：， 荽能正确思想就必須 
完全精通邏輯;即使职业数学象，他們一般不会犯推論的錯誤，常 
常也幷不是对邏輯熟悉到这样的地步，琢致能意識到他們所不自 
觉地应用的一切邏輯定律。虽然这样,伹是，邏輯知識对 f 每一个 
希望正确地思想和推理的人无疑具有很大的实际重要 性，. 因为它 
能够提高我們这方面的先天命习得的能力，，幷且在特別繁复細致 
的問題中，防止我們犯邏輯的錯誤。至于专門就数学定理的构造 
来說，那末，从理論观点来看，邏輯更起着非常重要品作用;关于这 

4 * 

个問題我們在下一章 討論。 

n 

s 

练习 

/ ... ' 

〜 1. 从算米、几何、物理和日常生洁中，举出一些关系的例子。 

2. 考虑“是夂亲”这个关系，即是^考虑下面語旬函項所表示的 
关系 •. - ‘ 

- ' 文是 y 的父亲。 

% | 

是否所有人都屬于这个关系的前域？是否所有人都屬于这个关系 
的后域？， 

I 

W 

3 •㊂ ® 考虑人与人間的七种关系，即是，是父亲、是母亲、是孩 
子、是兄弟、是姐妹'、是丈夫、是妻子。我們用 k 号“ F”、“M”、“C”、 

分别表示这七种关系。将§28中所定义的各 
种运算用到上面这些关系上去 : 我們就得禺一些新的关系,达些新 


♦ 
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的哭系在日常語言中常常有 一 ^个簡单的名称;例如， “ H / C ” 就表不 

4 

是女婿这个关系。找出下列关系在日常語言中的簡单 名称： 

B, H U W 5 F L|B ? F/M 5 M/C ? B/C, 

F/(HU W) ，（ B/C) U[H/(S/C )]。 

用符号 “ F ”，“ M ”， …等等,幷加上关系演算的符号来表示 v 是 

* r 

父母，是兄弟姐妹，是孙子，是媳妇，是岳母这些关系 ^ 

■ 說明下面公式的意义，幷指出哪些公式是眞的•： 

I 

FczM', g 士 S, FUM=e ， H/M=F ， B/SczB ， 

ScC/l 

4. ® ㊉ 考虑下面两个关系演算的公式： 

' R/S=S/R 与滴 ^)= 雕。 1 

試用一个例子来表示，第 一 '个 公式幷不总是眞的。幷試证明: 
任意两个关系 R 与 S 都滿足第二个公式。 、、 

提示 •. 考虑一下；說关系 Ws ) (即关系及 / S 的逆关系）或关 
系5/^存在于两个事物: r 与； y 間，这是甚么意思。 

5. 試用符号表述§28中所討論的一切关系演算的語詞的定’ 

} 

X 。 

V * 

提示： 例如，两个关系之和的定义，就是下面这样的 形式： 

• I 

. a 

[> (i? U *5) y >HI (工及 y) V ( 工谷 ; y)] 。 

6_§ 29 中所討論的那些关系的棰 质中， 有哪些是下列諸关系 
所具有的： ' f 

( a ) , 自然数集合中的相異关系； ， ' 

( b ) 自然数集合中的互素关索 '(如果两+自然数的最大公因 

〆 

子是1，那么，这两个自然数就叫作互素)； 

Cc ) 多角形的集舍中的全等关系！ _ 

( d ) 綫段集合中的长于关系$ • 
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X —- I f 

I 

(e) —个平面上的直綫的集合中的垂直关系； 

Cf) 几何图形的集合中的相交关系 j ' 

(g) 物理事件 的—中 的同时关系； 、 - 

(h) 物理事件的类中的时 : 間在先关系 l 

( i ) 人粦中的杂戚关系； f 、、 

CD 人类中的父子关系。 * 

j 

7. 每 T- 个关系，在一个給定的类中，或者是自反的^者是不貞 ， 
反的;或者是对称的或者是不对 称的; 这句話対嗎？举例說明。 

8. 如桌，对于 K 类中的任何三+元素， ^、;y、 ％公式 . 

• • 

xRy yRz 、 

蘊函： 

〜 (尤 i? 2) ， 

那么，我們就說: 关系 R 在 K 类中,予序學亨。 ， 

眘上面习題 3 与习題 6 所列举 '的 ’关#系‘中I哪些是不傳递的？ 

試另外再举几个不傳递关系的例子。是吞任何一个关系或者是傳 
— 的或者甚不傳递的？ 

b 

*9 .說明如何将表 达式： 

‘ 綫 a 与綫6是平行的， 

变換为下面这个等値的表 达式： ' 

.> 綫 a 杓方向与綫办$方向是同一的 。 ' '' ' 

幷說明，在这里如何定 x“一i 綫的方向”。 

又，說明如何将表达式： ’ • 

I 

綫段 AB 与綫段 C& 是全等的 

• 

变換为下面这个、等値的表 达式： 

'綫段 AS 的长与綫段 CD 的长是相等的。 

幷說明这里如何定义 “一 个綫段的长” / ' 

_ 〆_ 


* 
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指出这里需要应用那一条邏輯定律？ • 

1 

提示：参 to §30所談相似这个槪念。 

I 

10. 让我們将两个符号或由几个符号所构成的两个表达式叫 
#^®Cequiform) ? 如果屯們之間、就外形諛，沒有什么不同，他> 
們‘的不同只是空間、地位的不同 C 即是說，印在紙上的地^ 
不同 ）； 否則，就叫作不同形的,。例庇，在公式： 

' X — X 

中，等号两边的变項是同形的。相反，在下面公式： ， 

x~y 

^ * 

中，等号两边的变項甚不同形的。 . . 

現在要問，下面 公式： ， 

* • 

是由多少符号枸成的？这些符号可以分成多少鮮，使得两个同形 

• I 

的将号屬于同一的群，而两个不同形的符号屬于两个不同的群？ 
'在§29所討論的那些 : 性质中7哪些屬于同形关系，挪些屬于^ 
同形关系？ ’ 、 一 

*11. 在上題答案的基础上,說明为什么可以說:两个同形的符 
号， 就 f 說，是相等的，或者，它們有相同的外形？說明如 何定义 - 
“—个4 ▲的符 、号 柞外 形”。 ‘ 

将两个同形的符号簡单地叫作相等，或者将它們看成好像是 

> • r 

同一个符号，这是非常通行的用法。例如，我僩常說，在下面这样 
一 ^个表达式 t 


X + X 

中，同一个符号在符号“+”的两边出現。应当如何表示才更加准 

-■- I ^ 

确? 

*12 .在11題中所指出的不准确的說法，在本书中也用过好几 
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i 

_ _, _ _^ ^ _ _ _ _ ^ _ __ - ••__ _• _〆 ， 

« _ 

次。指出本书 §4( 第 7—11 頁）与§17 (第 52—55 頁）中这种不准 

确的說法，#說明如何将 屯們改 成准确的說法 （ 

• ■ 

下面是这种不准确說法的另一个例子 •. 当我們說包含一个自 
由衮項的語何函項时，我們是指这样的函.項，在这样的函項中，所 
有的自由变項都是同形的。如何将表达式 t 

包含两个嚕由变頊的語句函項 
用更准确的办法表示出来？ 

- 13. 在平面上給定一点，在这个平面上，有許多的圓以这个定 

* » 

点作为它們共同的 tH 心，这許多圓便构成一个集合。試說明这个 

0 ' 

集合是用“是部分”这个关系序列起来的。如果这許多圓不在同一 

^ _ 

、 

个平 面上;或者，如果它們不是同心圓，試間能否用“是部分”' 疼个 
关系把 这个集合序列起来？ 

：t I 4 •在英文的字与字之間有一种关系，叫做宇等 
专罕。我們用例子来說明这个語詞的意义。“⑽ i ，， S 枣“ C ’ 

这个字之前，因为前者的 第一个 字母是“ 〆 ，后者的第一个孛母甚 

、 _ 

、“ 〆 ’，而在英文的字母序列里， “ a ” 在“，之前。. “ air ，， 这个字是在 

这个字之前，因为它們的第一个字母是相同的（或者說,'是同 

形的——参看前面习題10)，伹是，第一个字的第二个字母是 “ i ”， 

# 

第二个字的第二个字母是 “ r ； j 苗隹英文的字母序列.里， “ ifT 之 

' ^ \ 

前。同样，“似说’这个字;在“如”这个字之前， “ timber ”这个字在 
“ f ? W ’ 这个字之前。最后， u war' : 这个字是在 “warfare '、 这个字之 
前，因为，虽然这两个字的前三个字母都相同，但是，第一个字只有 
三个字母，而第二个字却有不止三个字母。同样， “niean ” 这个字 

» 痄 

， . - 

在这个字 之前。 ， 

将下面这些字写成一行，使得这行中的每一个孛与它右边的 
字都有在前关系： ‘ 


'^4 爷右. - 1 . ^ f• r ； v ^lv. • 和戚々 W ^ ^ 於 
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■!» » . . , - - - --- * . . ■■ . - -- 

care ， arm 、 salt ， art ， car 9 sal 钇， 

t 

^ trouble ， army, ask 0 ' 、 

試对字与字之間的在前关系作出一个普遍的定义。試說明这 
个关系在由所有的英文字所构成的集合中建立了一个序列。指出 
这个关系的一些实际应用，幷說明为甚么这样就建立了一个詞典 
的序列。 . • ' 

15. ㊃ e 考虑一个关案及与它的否定关系见 '， 說明下列关于 

/ . ^ 

关系理論的命題是眞的： . ' 

( a ) 如果 关系及 在尺类中是舍反的，那么， 关系災在 K 类 

中芩是不*反的； 

Cb ) 如果关系及在 K 类中是对称的，.那么，关系兒在 K 类 

I 1 

中就也是对称的； 

_*( c ) 如果关系及在 K 类中是不对称的，那么， 关系兒在 K 

\ 

类中就是食反的与连通的？ 

晒 

*(d) 如果关系；在 K 类中是傳遊的与連通的，那么，’关系 

及'在 K 类中就是傳递的。 . 

* * 

上面这些命舉的逆定理是否也能成立？ ‘ 

16, 說明关系及如果有§29所讲的那些性质之一，那么，它的 

逆关系及也有这个性质。 ' 一 

*17. @©§29 中所提出的那些关系的性质，可以很容易地用 
关系演算来加以表示，如果这些关系所_及的类 K 是全类的話。 

例如，公式： , 

,R/RCR 与 DdRQk 

就分別地表示关系及是傳递的与連通的。說明其理由；回忆一下 
§28关于 “ D ” 这个符号的意 X 。試同样用关系运算来表示关系及 
是对称的、不对称的或朱傳递的 （参 看前面习題8 X 下面这个公 

4 
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式: 


R/Rci\ 

* 

是表示本章所讲的关系的性质中的哪一种性质？ 

18. 下面公式所表示的那些关系是函項： 

(a) 2^+Syf" 12 ? 

. (b) x 2 — y 2 , , 

,(c) ar + 2>y — 3, ' 

(d) 工 +y 二 : y 2 ， 

*- ， 

( e ) 工是: y 的母亲， 

( f ) 文是 y 的女儿。 

前面习題 3 中所提到的关系中哪些关系是函項? 

r 

♦ 

19. 考虑下面公式： 


• r = y 2 + l 

所表示的面項。它的所有主目値所构成的集合是甚么？它的所有 
函《値所构成哟*合是甚么？ . 


*20. 在上面习題18中哪些函項是 一一 函項？再举出几个一 

/ , 

—函項的例子。 * 

I 

*21. 考虑下面这个函項： 、 

* ^ 

* 工 =3y+l 。 


說明这个函項是——函項2說明这个函項建立了区間 [0,1] 与区間 
[1， 4] 的一一对应[参看 （ IV > 章$題6 ]。从这一点，我們可以得 
出哪些有关这两个区間中的基数的結論？ 

*22 •考虑下面的函項 T 

r 

■ I 

利用这个函項幷粮据上面的习題 ，来 說明由所有数目所构成的集 
合与由所有正数所构成的集合是等数的/ 
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_, — _ 1 J _ -- 

^ •* . 

*23. 說明由所有自然数所构成的集合与由所有奇数所_构成的 

♦ 

集合是等 数的。 

, 24,从算术与几何中举出； I ； 个 多項关系的例子。' 

25. 在下面公式所表示的三項关系中，哪些是函項： 

# p 

• (a) or+y*+^=0 ， 

(b) x*y>2z 9 

(c) x 2 = y 2 + z% 

(d) x+2 = y 2 4-2 2 ? ’ 

« • 

26. _ 举出儿个物理定律的名称，这些物理定律断定了两个、 

镶 

H 个与四个量之間的函項关系。 ——， • 

' % 

; ( VI )'論演繹方法 

% 

§36. 一+演繹的理論的基本組成部分——基 

_ > 

本詞項与被定义的詞項，公理及定理 

我們瑛在荽对构造邏輯和数学时所用到的墓本原則試加說 
明。对于这些原則加以詳細的分析和評/价是一門专門学科，\即$ 

手〒宁亨苧 箏杏芩苧，的任务。财于一个要硏究或发展某二 

R •自•觉•地•了•解一門科学的方法/是十分重要咚。幷 
且我們会发現，就数_而言，关于方法的知識是特別重要4。因为 

r 

缺乏这种知識，就不可能了解数学的性质 9 

. 

. 我們以下要討論的原則为邏輯和数学方面的知識保证了最髙 
度的明晰性和确定性。由_这个观点来看，如果一种方法使我們能 
够~釋在一閂科学中出現的每一个表达式的意义和征实它的每一 
个 bf 定，这种方法将是理想的。很容易看出来，这种理想4永远不 
能实現的。事实上当我們試图解釋一个表达式的意义时，我們必 
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. : / ■, 

須用到其他表达式;而为了要解釋这些表达式而不陷入恶性循环， 
我們又必須利用其他的表达式，如此等等。这样我們就是开始了 
一个永远不能結束的过程，这个过•程可以称之为手亨—的过程。 
在证实一門科学的断定了的命題方面，‘有着类似情 * 形\因为为 
了荽建立一个命題的正确性，必須引用別的命題，而(为了不出現 
恶性循坏）这又引到了无穷倒退。 

在不可达到的理想与可实現的可能性之間进行折衷的結果， 
出現了 有关数学构造的一些原則，这些原則可以陈述如下 ㉙㊂ ： 

t 

当我們着手构造一門給定的学科时，我們首先把这門学科中 

- 

对我們說来 3 立即可•以理解的一小組表达式分 出来； 这一耝表达 

式，我們称之为亨宁-平或于字平。我們使用它們而不去 
解釋它們的意义。 • 禽•我們•采•用•下•列•的 k 則：对于这一門学科中 
任何其他的表达式，怳当華們利用墓本詞項和转門学科中其他已 
經解釋过姻表达式确定它的意义之后，我 fff 才使用它。用这种方 
式确定一个詞項的意义的語句称作一个通迓这种方式,意义 

被确定的表达式称作令亨瓔 ® p • • 

对于这門学科的我們可以用类似的方式进行备 
那些看起来显然成立的命題 释挑选 出来 ㉘ @，作为命題或公理 
(有时:&称作今亭，但我 ® 将不以这种专円意义来矗 S ‘ ▲詞么“ 
們认为它們是*眞 # 的，而不去建立它們的正确性。另一方面,对于任 
何其他的命題，肖且仅当我們能够建立它們的正确性，而且在这样 
做的时候,只免到了公理、定义和这 R 学科中其他的正确性已經建 
立的命題时，我們才认为它們是眞的如所周知，这样建立起 

来的命題称作或定 — ，建立4們的过程称作一个征 
更一般地說，如果^^輯¥鎂学币 ？ 我俩以其他命題为墓础^ 
i 立一个命題，我們将这个过程称作一个 推卓或 演釋。这样建立 

_ ••參 










起来的命題称作从其他命題推导出来的，或演棒出来的，或者称作 

I 

它們的準宇哼窄等㉘㊅。 ^ ' 

現戌就是按•照上_原則构造起来的学科之一®®。不 
，幸的是在本书的狹小范圍中，不可能对于这 一 重要事实_以应有 
的地位。如果任何其他的学科是按照这些原則构造起来的，它就 

e 經是以邏輯为基础的，可以說，已經以邏輯为谕提了。这就是說， 

• • 

邏輯的表达式和定律是和要建立的这門学科的基本詞項和公理具 

S 

♦ 

有同样的地位。例如邏輯語詞被用在鈐理；定理和定 x 之中，而 
不 先化釋 它們的意义;邏輯定律被用在怔明之中，而不先去确立它 
們的!£确性。有时在构造一个学科时，不仅使用了 is 輯，而且在同 
样的意X之下，还要使用一些已經构造出来的数学学科，这样是比 

^ ■■ I 

較方便的。为了簡便，可以将这些学科和邏輯称作在亨亨 f 吁印 
.P 子吁。 邏鵠本 身則不以任何学科为前提，在构造算二兩 
4 赢® 数学学科时，邏輯是唯 f 在前的学科。另一方面，就几何而 
言，最野不仅以邏輯为前提，而且应以；术为前提(虽然这不是不 
可避免的）。 . 

ft ' 

根据上面所說的，必須对于前面所陈述的原則的輝述方式作 
某些修改。在着手构造一个学科以前，必須先列举出来在这一学 
科之前的那些学科，給表达式下定义和給命題作证明的工作仅限 

4 ■ 

I 

于現在要构造的学科的特有的表达式和命題，也就是說，限于那些 
' 不屬于在前的学科的。 • _ 

严格按照前面所說的原則构造一个学科的方法称作亨^方 
法，以这神方式构造出来的学科称作演繹的理論① i 一种愈 

• 癱鲁參 •肇 

# - * 

- t 

①演繹方法不能看作是近代的成就，在古希腊数学家欧几里德 ( Euclid ) 的“几何 
'原本 "中， 我們发現其中对于几何的陈述，就上述的方法論的原則来看，也沒有多少不 
够之处@ ㊇ 。两千二百年来，数学家把欧几里櫸的著作看作科学精确性的理想和范本/ 





/ 
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* 

遍的看法是数学学科与其他科学的唯一本质的区別就是演繹法。 
不仅每一数学学科是一种演繹的理論，而且每一种演繹的理論是 

i 

一門数学（按照这种看法，演繹_輯也是一門数学)©©。我們在这 
里将不討論支持这种肴法的理由，而只是指出，为这种看法提出有 
力的論据是可能的。 

j 

§37.—种演繹的理論的模型和解釋 

由于系統地应用前一节中所陈述的結果，演繹的理論获得了. 
— 些有兴趣而且重要的特性。这些我們預备加以描述。因为我們 
将要討論的問題是相当复杂而且抽象的，我們将用一个具体的例 
子加以說明。 

假定我們对于有关綫段的全等的一般事实有兴趣，幷且准备 

把几何这一部分建立为一个特殊的演繹理論。我們規定变項 “ X ”， 

V ’，“/’，…代表綫段。我們选擇 “ S ” 与“兰”等符号作为基本詞項。 

■ . 

前者是“所有綫段的集合”的縮写;后者代表全等关系，所以公式. 

讀作^ 、 

_ .綫段尤与: y 是耷等的。 

— 争 

此外，我們只采用两条 公:理 、 

公理 I . 对牙集合 S 的任一元素 x 而言， x 兰 x( 換言之，每一 
綫段為其食身全等）。 . 、 

公理 II . 对于集合 S 的任意的元素; r，y 与2：而言，如果 

* i 

只是近五十年来才在这方面有了貪正的进展。在这时期中，数学的基本学科儿何与算 
术的基础按照_代数学方法論的要隶奠定了下來。关于这項进展有关的著作，我們将 
至少提出下列两部，它們已具有重大历史意义： 《k 学公式》——这是一部集体写的著 
作(托林諾1895—1908)，編者和主耍著者是意大利数学家与邏輯学家貝安諾 (G. Pea- 
no；1858—1932)3 以及現代德国大数学家希尔伯特 （D. Hilbert) 所著的《几何基础》 
(萊与柏林 1 S99) 9 - . 
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»• •* 

丄 、 

、幷且々那么 xgy (換言之，与同一綫段全等的两个綫段，彼此 
全等）。 , . • 

各种关于綫段荃等的定理可以从这些公理推出来，例如 
定理 I . 对于集合 s 的任意的元素 y 与2：而言，如果 : y =：2：， 那 

么：兰 y 。 " ' ■ 

定理 II . 对于集合 S 的任意的元素工， y 与2：而言，如果： r 兰 
y 幷且 y 兰之，那么 x ~： z 0 

这两条定理的证明是很容易的。我們先說明第一条的证明。 

I 

• 在公理 II 中以代我們 得到： 

对于果合 S 的任意的元素 y 与 2 ：而言/如果5：=2：幷 i y = z 7 
那么’ ' 

在这个陈述的題設中我們有公式 

而稂据公理 I ，这个公式先疑是正确的，于是可以省去。，这样我們 
就得到了所要证的 ★理。 - 


关于这些簡单的考虑,我們荽說下面的一些話。 

我們的微型的演繹理論是建立在一个适当选擇的墓本 I ^項与 


公理的系統之上的。我們关于墓本詞項所代表的事物，即錶段>与 
其全等关系的知識是很丰富的]选用的公迤幷沒有穷尽了这些知' 


識。但这种知識可以說只是我們个人的东西，对于我們的理論的 


构造沒有絲毫影响。特別是在由公理推出定理时，我們根本不利 


用这項知識，就好像我 { R 幷不了解我們所¥虑的槪念的內容，幷且 


对于公理里沒有明白陈述出来的东西，好像幷不知道^像通常所 

說的，我們忽略了我們所采用的墓本詞項的 意义， 而只注意这些詞 

項在其中出現的公理的形式。 / 

* 


这里蘊函着一个非常重要而有兴趣的結論。让我們把我們的 


nn 
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% 


理論中的所有公理和定理中的基本詞項代之以适当的变項，例如 ； 


以代表类的变項代替符号 “ S ”， 以代表关系的变項“兄’代替符 
号“兰”（为了使問題簡单化 5 我們这里忽略那些包含有被定义項的 
定遂)。我們的理論钕的命題于是就不再是語句，而变成了語句函 
項，这种函項包含着两个自由变項与“及”，幷且一般表达了下 
列的事实，即关系 r 在 mK 中有着这种 S 那种 ; 性质（或奢更确切 
地說， 在 K 与 R 中存在着这种或那种的关系;参看§27)。例如，很 
容易看出来，公理 I 与定理 I 及定理 IJ 現在是說关系及在尺之中 


是自反的、对称的和傳递的。公理 II 則是表示一种沒有特別名孛 


的性质，我們将称这种性质为 P ; 就是下列的性质: 


对于类 K 中的任翁的元素工， y 与 z 而言，如果 xR z 幷且 
| _ 


y 及 z ， 那么 xRy Q 

f 因为在我們的理論的证明中，我們幷沒有利用綫段类与全等 
, 矣系的性质，而 P 利用了公理中明显地陈述出来的性质，每一个证 
明都可以推广，因为它可以应用于任何具有这些 | 性质的类 K 和关 


系：。由于将证明推广的結果，对于我們的理論的任一定理，可从 


邏輯的領域中，也就是从关系理論的領域中，轶到一条一般的定律 
与之相应，幷且說明了，在尺中的任一自反的和具有性 ITP 的关- 
系及， 也真有 P 定理中所表达的性质。例如下列两条关系理論的 


定律相当于定理 I 和定理 II : 

仫每一神^类 K 中食反的釦具有性 M P 的关系及在 K 中是 

• 、 - 

对称的。 < 

^ - f 

II '.每一种在类 K 中是負反的恭;具有性质 P 的关系尺在 K 中 
是傳递的 。. 

t 

如 杲一神 关系及在类 K 中是自反的幷直具有性质 P ， 我們說 

* 、 

K 与穴‘形成我們的理論的公理系統的一个模型或一种实現,或者 

• « • • • • • « 
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簡单地說，它們滿足这些公理。例如綫段和全等关系，也就是基本 
詞項所代表的东西，构成这个公理系統的一个模型；自然，这个模 


型也滿足由公理推出来的所有定理(为了精确，我們应該說，一个 


鐵型 不是滿足一种理論的命題，而是滿足那些用变数代基本詞項 

J. 


后所得到的語句函項）。伹是 g —特殊的模型在这个理論的构造 


中幷沒有什么特殊的地位。相反的，根据像 r 与 ir 那样的一般性 

a 

的邏輯定律，我們得到下列的結論，即这一公理系統的任一瘼型滿 

I 

足所有由这些公理推出的定理。由于这一事实，我 俩的理 論的公 


理系疏的二个模型也称作这一—巧手琴!。 

甚至于在邏輯与数学的范龜焱为我們的公理系統 


找到許多不同的模型。为了得到一个这样的模型，我 m 在任一其 
他的演釋理論中选定两个常項，比如說 “ K ” 与 “ r ” (前者代表一个 
类，后者代表一个关系），然后我們将这一系統中的每一个 “ S ” 代之 
以 “ K ”， 每一个“兰”代之以 “ R ”， 棊后我們說明这样得出来的語句 
是新理論的定理(或者是公理>。假如我們这样做 成了： 我們說，我 

們在号了序—宁，为亨了今平孕亨（同时也是为整个亨—理 

論)找•到•如•果不仅•在•我的•理•論的所有的公理中 ， wiLtf 
所有的定理中，将“5”与“竺”代之;以 “ K ” 与 “ R ”， 我們可以事先确 
信,这样得到的語句将是新的演繹理論中的眞句。 

关于我們的微型理論的解釋，我們在这里将_出两个真体的 
例子。在公理 I 与公理 II 中， “ S ” 代之以全类“兰”代之以相 
等符号“==”，立即可以看出，这些公理变成了邏輯定律 C 实上就 
是§ 17中的定律 II 与 V 而稍有改变）。所以全类与相等关系构 
成这个公理系統的一个模型， W 我們的理論在邏輯中找到了一个 
解釋。这样，如果我俩使定理 I 与 II 中的符号 “ S ” 和“兰”代之以 
“V” 与我們一定得到 t 眞的語句(事实上，我們对它們也是 
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熟悉的 一 ^参看§17的定律 III 与 IV )。 ^ 

其次让我們来考虑整个数的集合，或着数的其他集合，用 “ N ” 
来代表电。两个数$与; y 称作相等的，渴作 

知果它們的差 ^- y 是一个整数;例如我們有 

，、 l -~- = 5-4- » 

- 4 4 

而下列的相等式則不成立 

4 > 

I • 

f 

1 

3 = 2+。 

O 

如果将两个公理中的基本詞項都換成 “ N ” 或“ =*%'我們根容易证 
明，得到的語句是算米的两条定理。这样，我們的理論在算术中得 

I * 〆' 

' 到解釋，因为数的集合 N , 与相等关系构成这一公理系統的一个模' 

型。幷且不需荽任何的特殊的推理，我們相信，如果定理 I 与 II 和 

k 

公理一样經过同样的变換，将成为眞昀算术命題。， 

、 上面 ㈣ 描述的一般事实在方法論的硏究方面有許多有兴趣的 

应用。我們这里只举一个例子来加以說明。我們将要說明，如何 
在这些事实的基础之上怔明某些語句是不能从我們的公理系統中 
推出的 ' 

让我們来考虑下面的語句 A (只角邏輯詞項和我們的理論的 
墓本詞項来构成的）： 

• 1 S 

A . 集谷 S 中存在着两个元素 x 与 y ， 而兰； y 不成立(換言之， 

存在着两个不全等的綫段）^ _ 

¥ 

这个語句看起来毫无疑問是眞的 y 但是，在公理 I 与公理 II 的 
基础上进行证明，得不出結果。这’样就引起一个猜測，即語句 A 不 
能从我們的芦理中推出。为了 征实这 个猜測，我們作下面的論证， 
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* 

• 1 

^ ^ , 

如果語句人可以在我們的公理系統的基础上加以证明，則我們知 

道，这个系統的每一个模型都滿足这个語句，所以，如果我們 k 够- 
指出这一公理系統的某一个模型是不滿足 A 的，碑們就是证明了 
这一語句不能由公理 I 和公理 II 推出現在要找到这样一个模型 
是毫不困难的。例如让我們考虑所有整数构成的集合 1( 或者任 
何其他的整数集合，例如只包含0与1的集合)以及上面已經說过 


的相等失系三。由前面所說的我們已經知道集合 I 与关系三构成 
我們的公理系統的一个模型，而这一模型不能滿 fe 語句 A ; 因为木 
相等的两个整数与 y ， 也就是說它們的差不是一个整数的工与 


y 是不存在的。另一个滿足这个目的的模型是一个任意的个体类， 

- j 、 

和任意两个个体中間的普遍关系 V 。 

一 

上面所用的推理方法称作展未模型或凭借解釋 的证吗 方法。 

- 这里所討論的事实和观念不作很大的改变就〔可以应用到其他 


浪繹理論上去。在下一节中，我們将以較一般的方式来描述它 
們® ㊉ 。. 、 


§38. 演鏵法定涂 s 演 繹科学 的形式的特性 

_ , 

t 

t 

* 我們窄虑建立在一个基本詞項和公理的系統之上的任意的 
浪釋理論。为了使我們的問題簡单化，我俩設这一理論只假定邏輯， 
就是說，邏輯是在迗一 “定的 理論之前的唯一理論（参看 §36), 設 
想在我們的理論的所有命題中，墓本詞項都代之以适当的变璜(像 

r 

在§ 37中一样，为了簡单，我們不考虑包含被定义項的定理)。 
这种理論的命題变成了語句函項，萁中包含着那些代替墓本詞項 
的符号作为自由变項，而且只包含常項。当給定了某些东西 
的时候，我們可以确定它們表否滿我們的理論的所有公理，或者 
更精确地說，是否滿足由那些公理所得到的語句函項（也就是說, 
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当我們用这些事物的名字来代餐自由变項时，这些語句函項是否 
»成¥眞的語句，参看§2)。如果是这样，我們說这些被硏究的事物 

构成我們的演繹理論的今亨孕序$ 了巧^爭亨专 亨!; 有时候我們 
也說它們_成了这个演二奋 mi !: m 类似的方式， 

我們可以确定，这些給定的事物^否不仅滿足这一公理系統，而 
且滿足我們的理論的其他命題系統，于是可以确定它們是否构 
成这一系統的一种模型（幷不排除这一系統只包含一个命題的情 
: 形 )。 

' 例軔，給定的理論的基本詞項所代表的那些事物构成这一公 
. 理系統的一种模型，因为我們假定所有公理都是眞的語句;这种模 
: 型自然滿足我們的理論的所有定理。但是就我們的論的結构而 

言，' 这一模型在/所有模型之中幷不占有特殊地位。当我們宙公理 
推出一些定理爽的时候，我們幷不考虑这一模型的特殊性质，我們 
只利用那些在公理中明显陈述的,性质，因而也就是屬于这一公理 

fc t 

系統的每个模型的性质/所以我們的理論的某一定理的每一证明 
都可以推广到公理系統的每一模型，因而可以变成一个更一般的 
論证，电不再是屬于我們的理論的，而是屬于邏輯的；而且由于这 
一推广，我們得到了一个一般性的邏 輯命」 ■(像 前一节中定律 r 与 
ir 一样)，它确定了这一事实，即有关的定理是我們的公理系統的 
每一个模型都滿足的。最后得到的結論可以陈述如下 •_ 

, ’ '—个給定的潰繹理論的公理系銃的任一模型滿足这个理論的 

每一定理； 幷且 ，对应于無一定理杏在着一个一般性的命題；电在 

. 邏輯申可识陈迷和 i 明，幷且屯确立了下到事实，郧任一模型都滿 

% - 1 * 

足有关 定理 ㊣ S 

我們这里有着一条屬于演繹科学方法論范圍的一般定律，当 

■ 

我們用更精确的方式加以陈述时，这条定律被称作演繹法定律(或 
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辨释)①。 

* * 定律的重大的实际意义乃在于这一事实，即我們时常可 • 

以不离 开演繹 科学的范圍，而找出某一特殊迤論的公理系統的各 

种模型。 为了要 得到这样一个模型，只要从其他某一演繹理論(这 

* * 

一 理論可以是邏輯或假定邏輯的一种理論）中选出某几个常項使 

» 

它們在公理中代替基本詞項 t #說明这样得到的語句是那一理論, 
中确立的命題。在这种情形下，我們說我們在手了亨聲宁找到了 

iy 字亨―巧今寻孕平巧了个亨― ( 在待殊情形•下 •，矗 常項可 

mk ^ k^mk mmms ^ dwmm ^ r , 某些基本詞項可能保持 

不变，于是我們說，給定的公理系統在被考虑的理論乏中，找到一 

* 

今新的解釋)。我們也将使原来的理論的定理經过类似的变換，将 t 

所有基本詞項都代之 以那些 在建立公理的解釋时已經用过的常 

項。根据演繹法定律，我們可以事先确信，这样得到的語句是‘的 

* 

理論中的确立的命題。这一点我們可以陈述如下： ' 

* 在一个給定的备理系銃的基础之上所证明的一切定理对于这 
一系 統的任 一解釋都是有效的。 

•对于这些变換了的定理中的任一个給以进明都是多佘的；这 
是一种鞞粹机械性质的工作，只要把公 a 和定理所經过的变換施 
加在原来的途論中的相应的論证上就可以了。可以說，一 个演繹 
理論中的每一个证明都包含着无限个类似的证明。 ,^ 

上面所說的事实由节省人类思想的观点說明了演繹法的巨大 

p 

价値。它們在浪棒科学方〶論中为不同的轉证和研究建立了基 
础，欢就这点来說，也是有很本的理論价博的@© 0 特別是演繹法、 

定律，它是一切所謂凭借解釋的怔明的理論墓础。在上一节中，我 

«««#♦«# 

h ■ 

4 

①这条定律著者原是作为一条一般的方法論 公設她 以陈述的，后来证明在^种 
不同的特殊演繹理論中都能成立. . 
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1 

- • . . ! 墨. — . 墨1 — - _ 墨 - 墨 . •- 

* • 

們遇到过一个这种 ffi 明的例子；我們在本书的第二部分将遇到各 

种其他的例子。 ' 

* * - 

为了精确起見，需要补充說明，这里所讲的适用于任何以邏輯 
为前提的演繹理論,至于将它应用于邏輯本身，則会造成一些困 
难，这些困难我們在这里不討論了《如果一种演繹理論不 R 以邏輯^ 
为前提，也以其他理論为前提，上面的說明就将具有更复杂的形式。 

这里所討論的方法論方面的現象的共同来源就是前一节中指 
出的事实，溆是說，在构造一种演繹理論时，我們 忽略公 理的實义，‘ 
而只考虑它們的形式。由手这种 if 因，当人們談起这些現象时，人 

們拜談到演繹科学和这些料学中的推理的純粹乎夸:巧，亨。 

有时我們发現一些以餑盔式的和夸痕的方士 焱学的形 

式性的說法;虽然基本上是对的，这些說法可能造成模—和混乱。 
有时我們听補或甚至于讀到下面的說法，即数学的槪念沒有具体 
內容;在数学里我們不知道我們討論的是#么.，对于所作的判断是 
否眞也沒有兴趣。我們必須批判地看待这些判断。如杲在构造— 
种理論时，我們在做法上 k 如不了解这一学科的詞項的意义，这 
不等于否认这些詞項有意义。有时我們发展一种演繹理論而对于, 
' 它的墓本詞項不賦 亨任何 固定的意义，这样就是将这等基本詞項 
看作变項，在这种情形之下，我們說我們将这 t 理論看4 一种乎亨 

伹这是比較少〜見的情形 cw 俾考遍到§加中对于演 # S 
論4一般刻划中所說的也是如此）。仅肖对于这一理論的公 理系. 
統可能給以几种解釋时，这种情形才会发生，也就是說，如果对于 

令 S 

这一理論中的詞項可以有几神不同的方式賦与意义，而我們不願 

* *• * 

意特別着重任何一种时，才会发生。另一方面，一种不可能給以任 
何解釋的形式系統是沒有人对它咸到兴趣的 ' 

最后我們要提到关于数学学科的解釋的某些有兴趣的例子。 
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这些例子此§37中所讲到的要重要得多。 

f 算术的公理系統可以在几何中得到解釋。給定任一直綫时， 

可以定义一些在它的点之間，和对于这些点施加的运算之間的关 

， 1 

系，而这些关系是能滿足算术的全部公理的(从而也滿足所有的定 
-理)。而这些公理原来是关于数与数之間和关于数的运算之間的 
相应的关系的（这与 §33' 中所提到的一种情形密切相关， 

条綫上的点与项有的数之間可以建立一一对应）。反过来,几何的 
公理系統在算术中也可以得到解釋。这两項事实的应用是多方面' 
的。例如几何图形可以用来給出算术中各种事实的可見的像（这 
就是称作图解 法的方 法)。另一方面我們可以利用算术或代数的 
方法来硏究几何事实。儿何有一个称作解析几何的分支，专朽从 
事这一类的硏究。 ^ , 

'我們在前面已經看到，算术可以作为邏輯的一个部分而构造 
出来(参看§26)@@ 0 但是如果我們将算术看作一个建立在它自己 
的基本詞項和公理系統之上的演繹的理論，它与邏輯的关系 1 可以 
描述如下:’算术在邏輯中可以得到解釋 C 假$邏^中包括无穷公_ 
理，参看 §26) j 換句話說,在邏輯中可以定义出那 k 滿足算术的所. 
有公理，从而也滿足算术的所有定理的槪念。如果我們記得，几何 
在算术中可以有解釋，我們就得出結論說，几何在邏輯中也可以得 
到解釋。所有这些都是从方法論的观点来看，特別重要的事实。 * 

t 

n 

s 

* 

§33. 公理与基本詞項的选择;它們的独立性 

我們現在討論一些带有特殊性的問題，而这些間題是有关演 
繹法的基本組成部分的，即基本詞項与公理的选擇和定义与征明 
的构造。 

r f 

—个需要了解的很重要的事实是在基本詞項和公理的选擇 
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中，我們有很大程度的自由。认为有某些表达式用任何方式都不 
能定义，有某些命題在理論山不能证明，是錯誤的 9 設一个給定的 

y' 

理論有两个語句系疏，如果第一个系統中的每一 Y 語句都可以从 

第二个系統中的 語句， 以及在先的理論的定理中 推出， 幷且第二个 

? 

系統中的每一語句可以从第一个系統的語句中推出，我們称这 M 
个系統是如果任語句在两个系統中都出現，那么它們自 
然不需荽 ijk 全导)。設某一个演繹理論是建立在某二公理系統 
之上，幷在构造过程中，我們通到一个与該公理系統等价的命題的 
系統。（在§扪中所討論的关于綫段全等的徼型理論中，可以找到 
具体的例子。很容易证明，它的公理系統与公理 I 和定理 I ， ri 所 

构成的系統等价。）如果从理論的观点 来看， 有这种情形，那么可以 

♦ ^ 

重新构造整个的理論，而使新的系統中的命題成为公理，原来的公 

理成为定理。甚至于这些新<2?理可能在最初看起来幷不显然 ，这 

也是不重要的。因为每一語句当它从其他显然的語句中以令人信 
■ 

服的方式推导出来时，就在一定程度上变成显然的。所有这些—— 

_加以必要的变 H ―-同样适用于一个演繹理論的基本詞項 6 这些 
詞項 的系統可以用有关的理論的任何其他的詞項系統来代替，只 
要这两个系統是等价的，也就是第一个系統中的詞項可以用第二_ 
个系統中的詞項和在免的理論中的詞項加以定义，反之亦然。我 
們决定选出某一公鱼和$本詞項的系統而不选另一系統，幷不是 
由寺理論上的理由（或者至少不 R 是由于理論上的理由)；其他的 

因素——实踐方面的、敎荸方面的，甚至于美学方面的在这里起 

- / 

着作用。有时这是一个选出最簡单的基本_和公理的問題，然 

后或者我們希望基本詞項和公理愈少愈好，或者我們希望'要 一些- 

■ 

基本詞項和公理，这些基本詞項和公理能_以最簡单的方式来定 

► • / 

义一个我們特別有兴趣的給定的理論的詞項，和证明其中的命 
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題 ㊣ @。 

另一間題与土面所說的密切相关。甚本上我們企图得到一个 
-不包含多余的命題的公理系統，而所謂多佘的，就是可以由其佘的 

公理推出，因而可以算作构造中的理論的定理的。这种公理系統 

* 

称作-字@ ( 或公理字系統 X 我們同样也注意使得基本 
詞 笋虫裊 4爭字巧，44豳，•它彳不4含任何可以用其他詞項定 x 的 

多佘的詞項/ 4‘常由于实踐的或敎学上的理由，我們幷不坚持 

' * f 

这些方法論方面的原 則，. 待別是当着如果省去了一个多余的公理 
或基•未詞項就会使理論的构迤变得很复杂的时候。 

p 

§40. 定义与证明的形式化，罗式化旳演繹理論 

,我們有理由认为演繹方法是构造科学时所用的方法中 癃完善 
的一个 @© o 它在很大程度上消除了誤差和模糊不淸之处，而不会 

' t 

陷于无穷倒退。由于这个方法，对于一个給定的理論的槪念的內 
，容和定理的眞实性提出'怀疑的理由大为戚少， ’最多 只对于少数基 

r 、 

本詞項和公理而言，仍旧存在。… ' 

_ ^ , - 

但对于这一說法需要有一項保留，仅当所有的定义和证明都 
完全能完成它們的任务，也就是仅肖定义能使所有被定义的詞項 

k 

、: 的意义都完全淸楚/而且征明 能完全 令人信服地說明了所有待证 
明,的定理的有效性时，演繹法的应角才能得到預期的結臬。要檢 
査定 X 和证明是否眞正滿足了这 些荽舉 幷不是一件容易亊。例如 • 
很可能对某一个人芣說是令人信服的論证，'对另外一个人来說，却 

是不可理解的。为了消去在这方面引起怀疑的根源，現代方法論 

■ - 1 • 

在檢査定义和证明时，努力用客观。哇质的标准来代替主观的估价， 

完全根据定义和证明的結构，也就 i 它們的外形来判定它們是否 
正确，为了这个自的，特別提出 了定义 規則和 i 明規則(或推理規 
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則）。第一种吿訴我們那些作为所考虑的理論中的定义的語句荽 
具有 什么崔 的形式 i 第二种述了为了从这一理論的某些命題推 
出另外一些命題时，所荽經过的变換。每条定义必須按照定义規 

則来下，每一个证明必須 是宇孕 亨，也就是說，它必須包含着怔明’ 
規則对于已經承认为眞的語%/的^■系列的应用（参看§11与§15)。 

这些新的方法論的公設可以称作亨 f 亨年- 巧甲亨平的公設。按 

照这些新的公設构造起来的学科 

，由 于这种形式化的公琴，数学的枭士加。还在 
浪繹方法发展的早期，在构铋一門数学学科时，我 iw 已經假定地忽 
略該学科所特有的一切表达式的意义，宛如这些表达式都已經用 
变項来代替，而缺乏任何独立的意义。伹至少对于邏輯槪念我們 
是可以賦与习用的意义的。这样，•一神数学学科的公理和定理如 
• 果不是作、为語句来处理，至多是作为語句函項来处理，也就是作为 
具有語句的語法形式、而表达事物的某些性质或事物間的某些关 

4 

系的表达式 从已經被接受的公理(或已經_的定理)推出一条 
定理就是证明所有滿足公理的事物也滿足有关的 定理; 数学的证* 
明和日常生活中的考虑相去不远。伹現在却是全部忽、洛在給定的 
学科中所遇到的所有表达式的意义*幷且我們认为在构造一种演 

繹理論时，可以认为这一理論中的語句是沒有任何內容的符号的 ' 

\ * 

組合而每一征明則是使公理或已证明的定理經过一系列外 
' 掐上的变換、 

根据現'代的需要，邏輯之作为数学的墓础有其更会刻的意义。 


® 最先使演繹理論具有形式化形式的人是弗萊格，前面已两次引用到他（参看 
第16頁§7注②)。在已故的波兰邏輯学者列斯尼夫斯基 cs. Le & niewski , 1886— 
1939) 的著作中，形式化的过程达到了非常高的程度。他的成就之一是关于定义規則 
的續确而完全的陈述 9 . - 
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• . 

我們不再滿足于下面的想法，即认为由于天生的或后天获得的正 
确思維的能力，我們的論证是符合邏輯的規則的。 为‘了对 于一条 

4 

定拜作出完全的证明，这就必須将征朋規則所規定的变換不仅应 
用在我硏究的理論的命題之上，而且应用到邏輯命題之上(以 
及其他的在先理論之上），幷且为了这个目的，我們必須把可以用 
到证明上去的所有邏輯定律全部列举出来。 / 

. 至少在理論上可以說，只是由于辕繹邏輯的发展，我^?5今天能 
够使每一門数学学科都具有形式化的形式@%但是在实踐上仍 
有很大的問題，精确性和方法論的正确性的增加却使明白性和可 
理解性受到損失 @ e 。 整个問題是比較新的，有关的硏究还沒有結 
束，我們有理由希望，进一步的硏究将得到根本的簡化。所以如果 

^ r - 

現在在一門数学的通 te 讲述中完全按照形走化的公設去做是为时 
过早的。特別是如果要.求某一門数学的一本普通敎本的定理的证 
明都具有完全的形式，那是不合理的。伹我們可以期望一本敎本 
的作者在直观 i 完全确定，所有他的证明都能变成那种形式，幷且 
甚至于讲到一定的地步，使得一个在浪繹思維方面有一些經驗幷 

_ <s 

且有充足的現代邏輯知識的讀者能够不太困难就塡补上那些空 

隙， * ’ 

\ 

% 

I 

: §41. 一个演 繅理論 的无矛雇性与 

- ，完全性；判定問題- 

■ 

我們現在来考虑两个方法論方面的槪念，这两个槪念从理論 
的观点来看，十分重要，而在实用上^意乂很小的。这些就是字矛 
盾性与完全性的槪念。‘ ， 

鲁 ••奉 ♦ 

—个演繹理論称作字手零巧或了学亨，如果在这産論中，沒 
有两个确立的命題互 相姜® ，換言*之^，在两个互相矛盾的語句 
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之中（参看§7)，至少有一个是不雒证明的。一个理論称作字 
如果在两个由这一理論(以及在它前面的理論)的詞項陈述出来而 
i 互相矛盾的語句之中，至&有一个是在这个理論中錐够证明的。 
如杲一个語句的否定在一^給定的理論中是能够征明的，則我們 
时常說，这一語句在这个理論中能够利用这一术語，我們 
可以說，一个演繹理論是无矛盾的，^果¥其中沒有任何語句是旣 
能证明又能否证的；一个理論是完全的，如果其中的每一語句或者 

p 

能够证明或者能够否征。“无矛盾的”和“完全的”这两个詞不 R ' 可 
应用于一种理論，而且可¥用于作为这一理論的墓础的公理系統。 

4 

現在让我們对于这两个槪念的含义得出一个淸楚的槪念。对 
于一 V 学科，如果我有 M 由怀疑，幷非其中的所有被*的命題都 
是眞的，則即使这了_科在方法論的各方面都是正确地抅造起来 
的，它在我們眼里也将失去价値。另一方面 5 在一个学科'之中，能 
证明的眞語句的数目愈多 5 則这一学科的价値愈大 ©© o 由这一观 
点来看，如果一个学科在它的确立的命題之中，包括了所有与这个‘ 
理論有关的眞語句，而不包括任何假的語句，則这一学科可以算作 

a * 

理想的。症这里一个語句算作相关的；如果它是完全由現在所考 
虑的学科的詞項 (及 其在前的学 1 科的詞項）陈述出来的。归根到 

t 

底，举例說，我們不能期望在算术中能够证明那些包含化学或生物 
学的槪念的眞的語句'。現在設一个演繹理論是矛盾的，也就是說， 
在它的公理与定理中有两个互相矛盾的語句；根据一条著名的邏 

輯定律，' 即矛盾裱（参看 §13), 这两个語句之中 S 定有一个是假 

• . 

的。如果另一方面，我們假定这个理論是不完全的，那么就是有着 
两个相关而互相矛盾的語句，亭 中的任 何一个都不能证明，而根据 
另一条邏輯定律，即排中律，这两个語旬之中必定有一个是眞的。 

我們由此看出，一个演繹理論如果不是旣无矛盾又完全，就不能达 

1 I 
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\ 

到我們的理想（我們幷不是要說，每一个旣无矛盾又 ~ 完全的学 

■ ♦ 

\ 

科必定事实上是我們的理想的实現,也就是說，它必定在它的确立 

4 

4 

的命題中包含了所有眞的語句和只是这些語句 

我們所考虑的問題还有另外的一面。任一演繹科学的发展都 
是利用这一科学中的詞項陈述出下列类型的問題，即:情形是这祥 

I 

-嗎？然后根据已經假定的公理，設法判定这些問題。这一类型的 
問題显然可以.判定为两种可能中的一种，即肯定的或否定的。在 
第一种情形下，答案是“情形是这样”，在第二种情形下，答案是“情 
形不是这样”。 一 个演繹理論的公理系 統的无 矛盾性和完全性就、 
保证了上面所說的那种邊題的每一个在这一理論中可实际加以判 

I 

定，幷且只能以一种方式判定。无矛盾性排除任何問題以两种方 
式判定的可能性，即旣肯定又否定，而完全性則保证至少可有一种 
方式加以判定 D 

和完全性間題紧密相連的是另外一个更一般的問題，一个与 
不完全的与完全的理論都有关的問題。这个間題就是对于給定的 
演釋理論找出一个一般的方法，使我們能够判定由这一理論的詞 
項所构成的任一語旬是否能在这一理論中加以证明。这一重要的 ■ 
問題称作-亨 W ® ①。 • 

只有;‘ s S 繹理論，我們可能說明它們是无矛盾的和完全 
的。它們一般都是邏輯构簡单，包含槪念不多的初等理論。第 
n 章中已經討論过的語句浪算是一个例‘子。假如我們把它看作一 

L 

个独 jfc 的迤論而不看作邏輯的一部分(但是当我們把“完全的”这 
一詞应用到这一理論时 5 意义略有改变)。旣无矛盾又完全的一个 


①希尔伯特特別强調这一节中所討論的槪念和問題的意义一特別是无矛盾 
性与判定問題的 槪念， 他推动了数学基础方面許多重要硏究。由于他的倡_，这些問 
題近籴成为許多数学家和邏輯李家大力研究的对象 4 ’ \ 
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* 

最有兴趣的例子可能是初等几何。这里所說的儿何是限于若千世 

I I 

紀以来作为初等数学的一部分在中等学校中讲授的内’容， 也諕是 
說，是一門硏究各种特舞的几何图形如直綫、平面、三角形、圓等性 

I 

质，而不考虑几何图形的一般槪念 < 点的集合)。负我們要是考虑 
算术和高等儿何，情形就根本不同。可能硏究这些科学的人沒有 
人怀疑它們的无矛盾性，但是根据最近方法論方面的硏究，关于它 
們的无矛盾性的一个严格的证明遇到了带有根本^^的困难。宾全 
性的情形更糟，算术和髙等几何已被发現是不完全的，因为可以构 
，造出一些算术的或几何的問題，而这些問題在这些学科中旣不能 
加以肯定地判定，也不能否定地判定也許可以設想，这一事实 
的产生是由于我們現有的公理系統和证明方法有缺点，.作适当的 
改瑪后（如扩充公理系統)，在将来可能得到完全的系統。更进 
一 步的每究已經說明，这項猜測是錯誤的。要想建 立一个 旣无矛 

X 

盾又完全 的演繹 理論，其中包括了全部的关$算术或髙等几何的 
眞的語句作为它的定理，鄉是永远不可能的/其次我們发現判定 
問題在这学科中同样是不能解决的。不可能找到一个一般的方法 
使我們能够辨別这些学科中哪些語句是可证的，哪些是不可证的。 
这些結果可以推广到許多別的演繹科学，特別是可以推广到所有 

f 

那些以整数算米(就是关于整数的四种甚 y 运算的理論5为前提或 
可以发展出这一理論的那些演繹科学。 #/ 例如，这些結果可以应界 

到类的一般理論(根据§26末尾的說明可以推出）。 ’ 

• • 

由于上面所說的，可以了解无矛盾性和完全性的槪念虽然在 

f 

，. ①語句演算的完全性的第二个诳明 C 也就是关于完全性的硏究的第一个成功) 

应归功于美国現代灑輯学家波斯特 ( E . L . Post )。 初等几何完全性的怔明是著者做出 
来的。 ' 、 

②这壁极端重宴的成就是現代食地利邏輯学家哥德尔作出来的。他的有关判定 

問題的結果又經現代美国邐輯学家車尔赤 ( A . Chwrch ) 加以扩充。 

> •• 

^ ， 

I • * 
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理論上很重要，而在实际构 k 演繹科学时却沒有什么影响 稱 . 

4 

, * 

§42. 演繹科学方法論的扩大的槪念 1 

_ | 

关于无矛盾性和霁全性的硏究是使得方法論的硏究范圍扩充 
的重要因素，，也秦使得演繹科学方法論的全部性质发生根本改变 
的重要囡素。本章开头所提出的方法論的槪念在这一利:学的历史 
发展过程中，已被发現是太狹了。对于在演繹科学的实际构造¥ 
所应用的方法进行分析和估价已不再是方法蠡的唯一的任务，甚 
至于已不再是它的童要任务。演繹科学方法論已經变成了 一門关 

于演繹科学的一般性的科学,就像算术*关于数的科学，几何是关 

• , 

j 

于几_形的科学。在現代方法論中,我們不仅硏究构成演繹理 

n 

論的語句，幷且硏究这些理論的本身。我們考虑組成这些語句的 
符号与表达式，表达式与語句的性质和集合 ，汔 們中間尚关系（例 
如推出关系），甚至于表达式与它們所“談到”的那 座事物 的关系 
(例如指示关系）；我們建立关于这些槪念/的一般定律。 

* 因此可以得出这样的結論，就是說，那些指示出現在演釋理 
論中的表达式以及这些表达式的性质和它柄之間的关系的詞項不 

屬于邏輯的范圍，祐屬于演繹科学方法論。这特別适用于本书前： 

* M 

几章中引入和用过的某些槪考,例如“变頊”，“語句函項”，“量詞”， 

“結論”以及其他許多槪念。为了 te 我們对于邏輯的詞項与方法論 

的詞項之間的区別弄得更淸楚一些起見，让我們来考虑“或与“析 

取式”这两个詞。“或”字自然是屬于邏輯的，即屬于語句演算的， 

_ % . 

虽然它也在所有其他科学中、因此也就在方法論中应用。另一方 

•• 

面，“析取式”这个詞是指示借助于“或”字构造出来的語句,它是方、 ' 
法論的詞項的一个典型的例子。' 

t ♦ 

讀者們也許会感到惊訝，在关于邏輯的各章中，我們应用了这 
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I 


样多的方法論中的詞項。伹解釋是比較簡单的。 一 方面，我們在§9 


中已經提过的一种情形在这里起着重要的作用，这就是在数学家 


与邏輯学象中間习慣于用包含方法論的詞項的短語作为某些純粹 

是数学性质或邏輯性质的表达式的同义詞（有时是为了文体的理 

由），在某种程度上，我俗在本书中也是这样用的。伹在另一方面， 

k 里还有一个更重要的、因素；在本书中我們沒有企討以一种系統 

的方法构造起邏輯来，而只是談論邏輯，討論和評論它的槪念与定 

律。伹我們知道:（根据 §18) 当我 B 談論邏輯槪念时，我們必須使 

用这些槪念的名称，'也就是哪些已經屬于方法論的詞項。如果我 

們将邏輯构造为一种演赛理論，对于它不作任何严論,那些方法' 

論的詞項将只在定 X 和推理的規則的陈述中出現 . 

由于方法論的发展，在这方面需要应用新的更精密的和更准 

■ 

确的探討方铉。方法論和构成它的硏究对象的那些科学一样，也 
具有，繹科学的形式。由于硏究范圍的扩充， “镩繹 科学方法論” 
这一 ^詞的本身看起来已不太合适;事实上“方法論”仅指“关于方 
法的科学' 所以現在时常用其他名詞代替这一名詞，例如 

聲，， ( 这幷不太好)或“字學事♦手孕(这好得多)，这个名詞士备 

ic 是和“关于邏輯与数学多是一样的。还有一个名詞 

近来开始在使用，就是“學呼：平亨亨序手，于印”，这个名詞 

着重指出了演釋科学方&“惫 S 士之处•① 

• 


①广又的演繹科学方法論是一門非常年輕的科学。它的显著的发展是在大約 
20年前才开始的；同时在两个不同的中心发展起丧〔看来是彼此独立的X这就是寄丁 
根与华沙，哥丁根是在希尔伯特（参看第115炱§36注①)与貝尔納斯 （P. Bernays) 
的影响之下，在华沙則有列斯尼夫斯基与路加西維契以及其他一搜人在工作着（参看 
第128頁§40注①和第16頁§7注®) • : 
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1.@ ㊆ 第 IV 章中所考虑的类的运算可以柃为一个独立的演釋 

理論构瑋起来 v 幷且只假定語句演算，在这項构造中，我婀将“ V ”， 

1* 

“八”， “ C ” 这几个符号和§25中所引进的所有的运算符号作为基 

本詞項/我們幷設定下列九条公理①： ， 

* 

公理 L KmK 

V 

公理 II .如果 KC 1 L 幷且 LczM ， 那么 KaM , 

公理 III.KU/j 匚 M 当且仅沓 KtM 幷且 Lc±M / 

公理 IV.. MdK [\ L 当且仅当 MdK 幷且 MCIL ' 

公理 V . Kfl CLUM ) cz ( KnL ) U . CK 0 M ) 

公理 VI . KczV ' 

，公理 VII.AczK 

t 

公理 VIII .\/ c : KLli ^ 

^rMlX. .KDK'CA . 

% 

由这些公理我們可以推出各种定理、試证明下列的定理(利用 • 
所附的提示）。， 

定理 I . K[)KczK - • 

I > 

提示： 将公理 III 中的 “!/’和 “ Af ” 換成 “ K ”， 注意这个等値式 

* 

的右边是为任一类 K 所滿足的（根据公理 I )，所以左边也必定是 

永远被滿足的。 . / 

定理 II . KcKf]K ， / 

. 提示：这一证明用到公理 IV 与公理 I ,幷与定理 I 的证明 

①这里給出的公理系統主要是习玉德的工作（参看第84頁§27注①：)。現代 
美国数学家亨丁頓 （ E . V . Huntington ) 曾发表了若干种类的演算的簡单的和有兴趣 
的公理系統。有一些芜于邐輯和数学理論的公理基础的重要貢献也应归功于他。 
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相似。 • ' 

定理 III . KcKUL 幷且 LCJOJL 

提示：在公理 m 中以‘欠 ul ” 代 “ m ”， 注意由于公理 I ，这个 
等値的左边是永远被滿足的。 . 

定理 iv •尺 ri / 乂 I 尺幷且 KnzxrL • 

提示：这一证明与定理 in 的证明相仿 
,定理 V . K \ JLczL[jK 

提示在公理 III 中以 “ LUK ” 代 “ M ”。 幷将这样得到的等値 
式的右边与定理 III 此較(其中代之以 “ L ”，“ L ” 代之以 “ iC ”）。 
定理 VI . 尺门 LdnK , 

r 

提示：这个征明根据公理 IV 初定理 IV ，幷与定理7的证明相 
仿。、 

.定理 vn •如果 LdAf ， 那么 / OJLciOJM 。 . 

* 

_ 

提示：設这一定理的題設成立，.而推出下列的公式：' 

KdK\JM 幷且 LCiK\JM ' * 

(第一个公式可由定理 III 直接得出，第二个公式則可以利用 
公理 II ，由題設及定連 III 推出）。应用公理 III 于这些公式，、 
定理 VIII . 知杲 LcM ， 那么 Kn ' L 匚 KHM 。 

提示： 这个证明与前一定理的证明相仿。 

逄理 lx , xnic ^ nauM ) 幷且 KfiMcKnauM )。 
提示： 在定理 III 中，将 “ k ” 換成 “ l ”， 将換成 “ m ”， 然后再 
应用定理 VIII 。 

t b 

-定理 X . ( KnL ) u ( XnM ) czKOCLUM ) 

f I 

提示： 这一定理可由公理 in 及定理 IX 推出。 

在以上定理的证明中起最重要的作用的公理 III 与 IV 称作合 

4 

成律（对于类的加_和乘法而言) # • 

• 參 
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碑 . 

■ 

« I ^ 

2.在前一习題中所构造的类的运算中，我們可以引进等号 

4 

'幷定义如下: 

定义 I . K = L 当且仅当幷且 LCK 。 

I 

_ 

試由习題1电的公理和定理以及上述定义推出下列 定理 〆 

定理 XI _2 C=X 1 . / ； 

♦ 

提示：将定义 I 中的“!/’換成 “ K ” 幷应用公理 I 。 ' 

定理 XII •如果 K = L ， 那么尺。 

提示： 将定义 I 中的換， “ L ”， 科 “ L ” 換成 “ K ”。 将这样得、 
来的結果与原来的定义 I $比 iL 

定理 XIII •.如果幷且 L = M ，那么尺 = M 9 
提示：这一定理可由定义 I 及公理 II 推出。 

定理 XIV • 

提示； 将定义 I 中的 “ K ” 代之以 “ KUK ”， 幷将代之以 
“欠”;应用定理 I 及定理 III (萁中 “ L ” 代之以 “ K，’） w 
定理 XV K [\ K^K 

♦ • I 

• . 

提示 r 这一证朋与前一萣理的证明相仿。 . , 

• . 

定理 XVI K \ jL = L\jK 、 ^ 

•i * 

提示：、由定理 V 稗們有: • 、 ' ' 

KULczLUK m LUKczKUL 

•s 

对这些公式应用定义 I 。 \ 

定理 xvii 

提示： 这一证明与定理 xvi 的证明相仿。 

定理 XVIII . KH ( LUM )= (XfUXU 

提示：这一定理可由定义 I ，公理 V 与定理 X 推出' 

定理 XIX KU^-V ! ' 

提示： 这一定理可以借助于定义 I ，由公理 VI (其中 “ K ” 代之 
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以“ K U ） 及公理 VIII 推出。 

定理 xx ‘ 

提示：应用定义 I ，公理 VII 和公理 IX 。 

注意这一习題和前一习題中的公理和定理娜些是第 IV 章(或 
者可能是第 III 、 章）中已經有的；回忆它們的名称。 

3. 設在习題1与习題2中所討論的类的运算的系統中引进一 
个新符号“ I ”，用以代表类之間的某种关系，幷定义如下： 

K3T 乙当卫仅当 . Kc = L , LdKk Kr \ L '= A 均不成立。 

这样定义的关 、系 是否与§24中所定义的有些关系相同？令符 

号“）（”代表各类之間互不相交的关系。如何在我們的类的€算的 

系統中定义这一符号？ 

■ | 

4. 試举出§37中所考虑的 公理系 統在算术及几何中的几种解 

釋。 ， , 、 

t 4 

- , 

由一切数构成的集合，加上个 f 关系是杏是这一公理声統的 

—个模型？由一切直綫构成的集上直綫間的平行关某是否是 
这种模型之一 -? / 

5. 在§37中所討論的几何與片断中，綫段_間的較短关系可定 

义如下： ， ’ ’ 

■ b 

我們說工较 y 为短， 記作： 工 < y ; 如系工与 y 是綫殺幷 JL 如果 
工 与一个綫段全_而这一綫段是: y 的一部分；捵言之，如果工 $ S ， 
yf S 幷且 jiu 果存在 z 而使得 2； c ：; y ，2 ：~y 幷 iL x 兰 2 。 

f 

、 区別这个句字中的被定义者与定义者。判定在定义者之中出 
現的詞項屬于什么学嵙(或者屬于邏輯的那一部分）。’这一定义是 

f 

否符合§36中的方法論的原則和§11中的定义規則？ 

_ * 

6 . 如果只考_ §15中所讲的证明羯則，§阶中定理 I 的证明 
是否是一个完全的征明？. 


OD 論筑繹方法 


139 


7 •除定理 I 与 II 以外，下列的定理可由 §37 的公理中推出： 

定理 III. 对于集合 S 中的任意妁元素 工， y 与如果 ; r 幷 

. | 

且工 Sz ， 那么 y = z 9 # 、 

定理 IV. 对千集合 S 中任意的元素与 2 ： 5 如果 : rgy 幷且 

p b 

: y 兰之，那么 z=x 0 

定理 V. 对于集善 S 中的隹意的元素工 , y, 2 ：与 G 如果 : rgy ， 

y ~ z P 幷且之=才，那么 x ^ t Q 

对于下列的語旬系統与公理 I 和 II 谕組成的系統的等价性 

■ 

S 

(如 §39 中所定义者）給以严格的证明（所以每一个都可以用来作 
为一个新的公途系統 ): 

(a) 由公理 I 与定理 I 和定理 II 所組成的系統； 

(b) 由公理 I 与定理 III 所組成的系統； 

\ 

(c) 由公理 I 与定理 IV 疥組成的 系統； 

(d) 由公理 I 与定理 I 和定理 V 所龃成的系統。 

8. 按照 §37 中所讲的方法，陈述出关系理論的一般定律，作为 
前面习題中所得到的結果的推广。 

提示：例如这些定律可以具有等値式的形式，而开头一段詰 

售 \ 

为 s 

关系及是食反的幷且在类 K 电具有性质 P ， 当且仅沓 … 

' 9 

9. 考虑习題 7 中的語句桌統 (a) 、 指出滿足下列条件的 糢型： 

(a) 滿足这二系統的前两个語句，但不滿足末一 个； 

(b) 滿足第一个与第三个，但不滿足第二个； 

* 

(c) 滿足后两个，但不滿足第一个 。. 

I 

由三个讀句中的任意两个可以推出其他一个，这样的模型是 
存在的，由这一事实可以得出什么論？这些語句是否彼此独立 ? 
( 参看 §3? 与 §39), 
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• 1 、 

I 

10. 有时候有这种抱怨，就是說，在不同的几何敎本中有着差. 

r 

異， 即有的敎本中当作定理的語句，在其他敎本中却采用作公理， 

从而木給出征明，这神抱怨有根据嗎？ 

I ■ 

# 11.在§13中我們熟悉了眞値表的方连，这一方法使我們能 
够在任一特殊情形中判定語句演算中的一个給定的語句是否是眞 
的，因而是否可以承认为这一演算中的一条 定律。 在应用这一方 
法时，对于那些在眞値表中出現的符号“、 T ” 与 “ F ”， 我們可以完全 
忘却原乘賦与它們的意义，我們可以設定，这一方法主要是在构造 • 

語句演算时应用两条規則，第一条接近于定义的規則，第二条接近 . 

' 4 

于证明的規則。按照第一条規則，如果我 ff ? 要在語句演算中 引进’ 

—个常項， 我柄噼 須构造出包含这个項的最衙单的（同时也是最一 

般的)語句函項的墓本眞値表。按照第二条規則，如果我們要肯定 

— 个語句（只包含那些 S 本眞値表已經构造出来的常項)是語句演 

算的定律，我們必須为 这个鼠 句浪造出>一个导出眞値表幷证实符 

号 “ F ” 在这个袠的末一行中从不出現。 • 

只用这两条 規則成 造出来的語句演算具有与形式化的演繹理 

論相近的性质。試根据§40 士所讲的来证明这二命題。伹注意这 

% 

一构造語句演算的方法与§36中辨討論的私造演繹理論的一般原 
則的不同之处。 利 用現在 if 考虑的方法，是否可能在語句演算中 
分別基本詞領与被定义詞項？有哪些区別&这里分不出来？ 

*1 2 •应用上一习題中所描述的眞値表方法，我們可以在語句 
r 浪算中引入一些在第 II 章中沒有討論的新的詞項，例如我們可以 
引进符号 “ A ”， 而将下列語句函項： • 

• I 

• pl\q - 

看作 ^ 

旣非夕又非兌 


4 0 

K 
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这 一 表达式的縮海。 

构造出符合符号 “ A ” 的直观意义的眞値表，幷且借助于导. 
出眞値表，证实下列的語句是眞的幷且可以肯定为語句演算的定 

-律 •• 

1 (夕 ㈠([(》△/>)△《] A[CpA 户 )△ 々 ]} 、 

*13. 存在一个将語句演算构造成为一个形式化的演繹理論的 
方法，这个方法与习題 11 中所描述的不同 ，而完 全符合§36与§40 

崎 

中所提出的原則①。例如我們可以設符号与“〜”为甚本 

詞項，幷設下列七个語句为語句浪算的 公理： 

• . 

•m 

公理 I. P~^Cq^P) - 

公理 II,[ 夕 - >(/?™>g)]->(/> " 

a 

公理 III. (p - 

• I 

公理 IV* Cp 4 ^^ -> Cp^o) 

* 

b 

公理 V. Cp<r>q)-^Cg-^p) 

公理 VI. ip~^q) . 

公理 VII. [( 〜殳 )- > (〜/ >) ]-> —g) 

, 其次， 我們同意在证明中应用两条推理規則，这两条規則是我 

I 

們已經熟悉的，即代入規則与矛离規則。（为了十分精确地陈述这 
些規則，特別是代人規則，我們必須确定用括弧的方法，幷規定在 
我們的演算中，把那些表达式看作是語句函項，从而可以用来替換 


变項。这項工作是不太困难的。） 

t 

借助于这些推理 規則， 我們現¥可以从我們的公理推出一些 


①这个方法来源于弗苹格(参閱第 16 頁注③) # 

\ 


m 



M 
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- \ 

定理、給出下列定理的完全证明（利用在它們后面的提示。 ） ， 

定理 I . p^p ，， 

释示： 在公理 I 与 II 中，以代替 V ’；注意这样得出来的第' 

, 1 '.i ■ . 

一个語句与第二个語句的前件完全一样，于是应用分离規則。 

, ， 

定理 II . Cp ^ o ) 

b 

提示：在公理 I 中，用 “(夕 — g )” 代替 V ’;在公理 HI 中将“ 〆 ’， 

“分”与 “ r ” 分別代之以幻”，及“<’，注意这样得到的第一个 
蘿函式的后件与第二个蘊函式的前件相同。現在在公理 III 中，用 
第二个蔬函式的前件代替 •>” 幷且用它的后件代替‘ V ”（作为第一 
个蘊函式的前件的 不变）。然后应用分离規則两次——这一证 

明是以公理 III 为根据的推理的标准例子，而公理則 III 是假言三' . 
段論定律的另一形式(参看§12)。 

定理 1 TI . p — >[(夕— > g )— >《] 

提示： 这一证明与定理 II 的证^相仿。利用代乂由公理 II 推乂 
出下列語句:. 

- 七)->[(/»々)七])-^[(>->夂）-^] 

_ v . 

将这一語句的前件与定理 ir 的后件作比較;于是在公理 in 中 
作适当的代入，幷应用分离規則两次彳 , 

定理 IV . \ ipiq -> r ) ] Cp -> r )] * 

^ ' 

提示:利用代入电公趣 III 推出下列 語句： 

、 , 

: 其次，在公理 III 中，将“ 〆 ’， V ’与 V ”分別代之以 v，/“[(oO 
与 “（/)-> r )”。 注意这样推出来的蘊函式的前件可以在定理 

\ 

III 中进行代入而得到.。进行这一代入幷应用分离規則而 推出： 

' 注意 （1) 的后件与 （2) 的前件相同;然后像定理 II 的证明中一 


1 
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样来进行(再应用公理 HI ) — ^定理 IV 称作交換律0 
定理 V . (〜 • 

提示：利用代入由公理 I 得出 

4 

I* 

(〜 P ) (〜 分？ 4 (〜夕)] 

t 

注意語句的后件与有一条公理的前件相同，然后像定理 
II 的证明中一样去做。 

定理 VI . />->[ C 〜 i >) - > q } 

提示： 在定理 IV 中进行代入而使由此得到的蘊函式的'前件 
将是定理 V ，然后应用分离規則 一 ~ "我們在这里有着一个以交換 

I • 

律为根据的推理的标准的例子。 

定理 VII •[〜（〜 

提示：这一征明与定理 II 的证明相仿。 由定理 V 及公理 VII 
推出： ' M 

i 

[〜（〜 />)]->[ (〜殳)]和[(〜夕 )4( 〜分)] 

比較这些語旬的前后件。 

定理 VIIL [〜（〜 />)]- ^ 

• • 

提示：与定理 VI 的证明一样，先_定理 IV 与 VII 中推出下 
列語句 t 

、 [〜(〜々)]->/>} 

在这一語句中，用我們的公理中的任一条代替 >”，幷应用分 
离規則。 - 

定理 IX. / >'>[〜（〜/>)] 

提示：在公键 VII 庆定理 VIII 之中进行适当代入，使得可以 
应用分离規則。' 

m _ 

« 

定理 X . [〜 ( 〜 p ) 

释示：在公理 VI 中进行代入幷应用分离規則两次，•就可以 
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_ ___ . _ _ _ % _ _ 

* ^ 

从公理 VI 与定理 VIII 和定理 IX 推出这一定理。 

*14. 如果要能够在前 p 习題所描述的語句演算的系統中引进 
被定义的詞項，我 ff ? 必須假定一条定 X 的規則。按照这条規則（参 
看 §11)， 每一定义都具有等値式的形式。被定义者是一个表达式， 
其中除語句变項外， 只包; 含一个常項，即被定 y 的詞項；幷且沒有 
一个符号在这个表达式中可以出現两次。定 义者是 一个任意的語 
句函項，其中剛好¥含着与被定义者之中相同的变 聲幷且 所包含 
的常項只限于基本項和前面已定义的詞項,例如，我們可以承认 
下列关于符号 “ V ”与“八”的定义： 

b -• 

定义 I . Cp \/ q )^[, C ^ p ) - 

， » 

• 定义 II . (户/〜?〕—>(<[(〜 p ) v (〜々)]) 

借助于代入規則和分离規則，由上述定义以及习題13中的公 
理和定理，推出下列1的定理： ’ 

定理 XI. C ( ^ p ) (/ >V o ) 

提示： 在公理 V 中，以代替 “ P ” 幷且以“[(〜 

代替将这样得出的語句与定义 I 作此較幷应用分离規則。 
定理 XII. p \/ (〜 />) 

提示：应用代入規則商次和分离規评 i — 次，可以从定理 xi 和 
定理 I 中推出这一®理。 

定理 XIII. p -^ Cp \/ q ) 

提这了泜明是建立在公理 III 和定理 VI 与定理 XI 之上 
的，幷与定理 II 的证明很相似(只对于公理 III 应用了代入規則）。 

> S 

定理 XIV. CpAo) 〜 [( 〜 声 ) V ( 〜 9) ]} 

4 

提示 •. 这一建立在公 i IV 和定义 II 之上的证明是与定理 XI 
的证明相似的。 

定理 XV. {、[〜〜[(〜 /0V (〜 Q)]} 
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提示： 这一证明是建立在公理 III 和定理VIII与定理XIV之 
上的，幷与定理 n 的证明相仿。在定 avm 中，以 “(p,v)” 代替V’ 

i 

幷将由此得来的藏函式的后件与定理 XIV 的前件相比較 9 
定理 XVI . [(〜 /0V (〜穿)]―[〜(/>八分)] 

提示： 在公理 VII 中进行代入， （ 使得由此得来的蘊函式的前 
件成为定理XV。 * ' 

定理 xvn. (〜/>)->[〜（/>△《)] 

f 提示：这一证明是与定理 II 的诳明相仿的。在定理 XIII 中 

以“（〜 />)” 代替V’，以“（〜代替V’；幷将由此得来的語句与定 

— ► 

理 XVI 相比較。 

J . 

定理 xviii. cpAgy^p ' 

提示：由公理VII及定理XVII中推出佌定理。 

注意这一习題和前一习題中的公理和定理那些是我濟在第 II 
章中已經熟悉的，幷回忆它們的名称。 

*15. 按照前一习_中給出的定义規則，陈述符号 的定义 
(参看习題 12), 在定X者之中必須出現两个 常項： “〜”与“八”。 

*16. @@利用眞値表的方法证明习題13与抖中所有的公理 
与定义、以及习題15中提出的定义都是眞的語句，試由此作出下 
列的結論，即所有应用代入規 ki 与分离規則由上述的公理与定义 
推出的定理在用眞値表方法 加以& 驗时都被发現为眞的語句， 
(也可以证明，語句？ k 算中每一个眞实性可用眞値表方法加以 
证实的語句或者是公瑪和定X中的一条，或者是可以利用我們的 
推理規則由它們推出，因此,在习題11，13和14中所討論的两神 
. 构造語句演算的方法是完全等値的，但这項工作要困难得多。） 

*17. 习題11，13, 14中所討論的构造語句演算的方法之中有 
一种提供了这一演算的判定問題（参看 §41) 的解法，‘幷且使我們 


146 第一部分蘧輯的元素，演繹方法 

a 

» If 

徒够很容易 說明， 語句浪算是一种无矛盾的演繹的理論。这个方 

法是什'么？幷且如何說明？ 、 

語句演算中有下列的定裱： 

对子任意的 i > 与 a 如 果夕幷、且非化 那么仏 

試在这条邏輯定律的基础上，建立下列的方法論的定律：' 

知寒一个识語句演算为前提的演緙的理論的公理奈就是矛盾 

h * 

的，那么用这个理論的詞項陈述的所有語句都可识由这个系統中 
推出籴。 • 

*19* 已知下列方法論的定律成立： 

如寒一个演瘅的理論的4理系銃是完全的，幷且如果在这个 

% 

系統中加进了 一个語、句，这个語句是可识在这个理論中陈迷出来， 
但不能加识证明的，那么这祥扩充了的公理系统不再是无矛盾的。 
为•什么？ 

A 

*20. 把第( II )章中那些按照§42中所讲的应当屬于演繹科学 
方法論范圍的_ 項挑出 来， 


I 




% 


第二部分.邏輯和方法論在 

构造数学理論中的应用 

♦ ^ 

i 

\ t 

■ 

( VII ) —个数学理論的构 造:数 的次序的定律 

§45. 构造中的理論的基本詞項;关于数 
与数之間基本关系的公理 

I 

有了邏輯和方法論領域的一些知識供我們使用，我們現在来 
着手建立一个特殊的、幷且非常初等的数学理論的墓础。对于我 
們，_这将是一个很好的机会，来較好地消化我們以前获得的知識， 
甚至略略加以扩充。 

我們将着手的理論构成实数算术的一小部分。它包括关于数 
与数之間小于和大于两个甚本关系的主荽定理/以及数的加法和 
戚法两个基本运算的主要定理。它不假定邏輯以外的任何东西。 
在这个理論中，我們将要采取的墓本詞項如下： 

’ -实数， 

4 

' ，是小于， ' 

是大于， ' 

_ I 

和。 

像早先一样，我們将簡单地說“数”来代替“实数' 幷且以“所 
f 有的数构成的集合”这一表达式来代替“数”这一詞項作为墓本詞 
項，要更方.便一些。为簡单起見，我^将用符号 “ N ” 来代替“所有的 

数构成的集合”这一表达式;这样，要表示 r 是一个数，我們就写： 

_ / 

工冬 N 。 • 

t 

另一方面，我們诗以規定，我們的理論的論域只包括实 k ， 而且变 
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項 “ x ”，“ y ”， …只代表数的 名字； 在这‘种情形下，“卖数”这•一个詞 
項在表示我們的理論的命題时，将完全可以省去，而当需要的时 
候，符号 “N” 可以代之以 “V” （参看§23)。 

“是小 于”和 “是 大于”这两个表达式的每一个，将要当作只 

由单个的字組成的实体来处理；‘它們将分別地为比較簡单_的符号 

<♦ 

“<”和“ > ”所代替, 拜 們也将用习用的符号 “< r 和 “；(> ”来代替“不 
小于”和“不大于”。此外，我将使用习用的符号 

来代替“数(被加数)工与 y 之和”或 “ x 与: y 相加的結果”。 

于是,符号 “N” 就指一个集合，符号“<”和“ >” 指两个二項关 
系，最后，符号“ + ”指一个二項运算。 V 

我們所考虑的理論的公理可以分成两类，第一类公理表示小 
于和大于关系的基本性质，至于第二类公理,則主要是关于加 
法的墓本性质。境在我們将只考虑第一类公理；它总共包括五个 
命題 •• 

公理 1. 对于任何数: c 和 y (也就是，对于集合 N 的任意二元 
素）我們有: J = y 或者;或者 ’ 

• I 

公理 2. 如果'文 <; y ， 那么: y < x 。 

公理 3. 如果尤 > y ， 那么; y > x 。 

公理 4 . 如果： r < y 而且 y <《， 那么： rO 。 • 

公理 5. 如果 工 >： y 而且 y > z ， 那么 x ^> z 0 
就像具有普遍性质的、陈述任意数： r ， y ， … 有如此这般一 
性质的任何算术佘理一样，这里所列举的公理实在应該以这样的 
字句如“对汙任何数 A ； V ， …”或者“对于集合 N 的任何元素工， 4 
: V ，或更簡单地，“对于任何工， y ， …” （如果我們同意这里的 
变項“: r ”，“ y ”， …只指数）开始，但是因为我們要遵从§3所討論 
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f j ' 

的用法，我們常常略去这样的短語，而只是在我們的心中加上它； 
这一点不仅适用于公^也适用于在我們的討論过程中将要出現， 

的定理和定义。例如，公理2的意 思是： 

, 、 

对于任何 r 与 y (或者对于集合 N 的任何元素 x 与 y )， 如果 

〆 

I 

^< y ， 那么： y 彳工 • ’ f \ ' 

我們将称公理1为弱三分律（以后我們将熟悉强三分律），公 

t • 

遂 2— 5表示关系小于和大于是不对称的和傳递的(参看 §29); 因 

f 

而它們被称作关系小于和大于的亨亨和亨學竽手。第一类公 
理以及从觉們推 出来® 定理被称衾序… 

关系<和>以及邏輯上的同一关系=，在这里将被称作考 C + 

手宁竽手。 *, • • 

_ 

-- 、 

§44. 基本关系的不自反律;間 接证明 

♦ 

_ 

我們的下一步 X 作是从我們所采取的公理推浪出一些定理。 
因为我#5的目的不在系統的介紹，本章和下章将只陈述这样一些 
定理，它們足以說明邏輯領域和方法論領域的某些基本槪念和 
事实。 

« 

定理 1. 沒有一个数小于屯嘀己： x < tx 。 

■ 、 

证明:假定我們的定理是假的。那么必定有一个数 A 适合公式： 

⑴ 工 <尤。 

p. / 

現在公理2涉及的是任意的数 xt\y (两者不必不同），因此，如果 
在 V ’的位®我們写作变項“: r 5 ’， 公理仍然正确;于是我們得到： 

(2) 知果；3：<工，那么文<1：工。 

* 

伹是从 （1) 和 (2) 立即推出 

然而，这个推論显然与公式 (1) 矛盾。所以，我們必須否定原杂的假 
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定，幷且承认定理已經证明。 

現在我們来表明，如何把这个論证变为一个完全的证明，为淸 

t 

楚起見，我們使用邏輯符号（参看 §13 和 §15 )。为了变成完全的 

证明、我們借助于語句演算中所謂的归 謬律： 、 

• • • 

( I ) [夕一^(〜"夕）]—① 

► 

我 們再用符号化的公理2: ， 

(II) (j<T;y)— ( ，〈工 )] 

我們的征明完全建立于語句（ I )和( II )之上。首先，我們应用代入 
' 規則于（ I ),将其中的 V ’全都代換以 ‘“ GO )”： 、 

( III ) {00)4 [〜 CrO )]}-> [〜 00)] 

脅 

其次，我們应用代入規則于( II )，将其中的 V ’代換以“工”： 

( IV ) [〜 00)] 

‘最后，我們注意，語句 ( IV ) 是矣件語句 ( III ) 的假設，因此可以应用 
分离規則,这样我們就得到公式 t ' 

CV ) 〜 Or <»， 

这就是所要 ffi 明的定理的符号形式。 

定理1是所謂的間接证明，也称为归謬证明的一个例子。这种 
证明的特点可以一般地描述如下 •. 窭证明一个定理，我們先假定这 
、个定理是假昀，然后从这个假定推演出一些結論，它們迫使我們齊 
定原先的假定。在数学中'，間 接证 明非常普遍。不过，它們幷不完 
全屬于定理1的证明的那种模式;相反地，定理1的证明代表呵接 
征明的一种比較少見的形式，下面我們将要遇見間接证明的比較 


① 这个定律，以 及与之 具有同名的、相关的 定律： 

[(〜 

在通輯和数学的許多复杂的、和历史上重要的論征中，曾經应用过。意大利的遲輯家和 
数学家伐拉第 ( G * Vailati , 1863—1909) 有一篇专論，专門論述它的历史。 • 
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典型的 例子。 

tm 

我們所采取的公理系統，对于“<”和“>”两个符号而言，是完 
全对称的。因此 ，对 f 每个关于小于关系的定理，我們机械地得到 
相应的、关于大于关系的定理，证明完全类似，因而第二定理的证 
明全部可以省略。相应于定理1我 們有： 

定理么 没有一个数大于电售 己：； 工。 

V 至于同一关系=,如我們从邏輯中知道的，是自反的，定理1 
/和2表明，数之間的另外两种墓本关系，<和>，是不自反的；因 
之，这些定理被称为(关系小于和大于的）不自反律。 ■ 

• • •舞 

I 

§45. 基本关系的其它定理 

下一步我們将证明以下定連： 

% 1 

定理 3. x > y ， 当且仅当，： y <: r 。 

、 证明：我們必 癀证明 ，公式： 

工 > y 与 

1 S 

等价，也就 f 說,证明：第一公式蘊函第二公式，而且反之亦然（参 
看 §10)。 ’ 

首先，假定 

a 

⑴ • 

依据公理1， 在以下 三种情形中，我們必定至少有 一种： 

( X > 或 0 y 0 

. 如果我們有: r =； y ; 由于同 ~ r 理論的墓本定律，即萊布尼茲定律(参 
看§17 ) ，我锕可以以 “ y ” 代換公式 (1) 中的变項“工”;得到的公式 

• y<Cy 

与定理1矛盾，因此我俩有 •. 

(s) 


4 
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但是我們 又有： 

⑷ . 尤心， 

因 为^根 据公理2,公式 

工与 yO • 

〆 

不能同时成立/由于(2)， （3) 和(4)，我們发現，必須应用第三种情 
形 、 

(5) 工〉 y。 

f 

这样，我們已經证明，公式 （5) 为公式 (1) 所 蘊函； 反过来，相反 

+ 

方向的蘊函式可以用类似的方法建立，因此，两个公式眞正等价， 
q. e. d. ① : 

使用关系演算(参看 §28) 的术語，我們可以說，按照定理3,关 
系 <和>其中的一个是另一个的逆关系。 

, 定理 4 . •如果:那么或者; y <^ r 。 

证明。因为 . ' - 


据公理1，我 們有： 

或者 O 九 

据定理3,以上公式中的第二式 蘊函： 

yO 。 

因此我們有 ： 

^<y 或者 y<r。 q. e. i 

与此类似，我們能够证明， * 

I 

_ 定理如果工 ~ y ， 那么 j ：> y 或者 y ^> x 0 

据定理4和 5 ,关系<和>是連通的；因之，这些定理被称为 

4 

' i • 

① “ q . e . d •”是 “quod erat demonstrandum *— 語的通常簡写，意思是■这就 
是所要证的％ 
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( 关系 / J 、 f 和卞 f 的 5 亨孕窄亨律。公理 2 — 5 以及定理 4 和 5 — 
起表明•，焱的 N 为^卒 ^：^>两者中的一个排成一定次序。 

定理 6. 任何数尤和 y 滿足，且 K 滿足 i =; y ，^<y ^ Oy 三 
个公式中的一个。 , " 

征明。由公理1推出，所說的三个公式至少有一个必須被滿 
足。 为 了证昀 公式： 

f 

x=y 与 x^>y 

互相排斥。我們就像在定理3.的证明中那样 进行： 在以上两个公 
式的第二个公式中，以 “ y ” 代“？而得到一个公式与定理1相矛盾。 
同样地可以证明，公式： • 

: r=y 与工 〉 y 

互相排斥。最后，两个公式： 

与 

不能同时成立，因为，否貝 J , 据定理3我們 将有： 

i < T：y 与 

与公理2矛盾。因此，任佾数 工和: y 只滿足所說三个公式中的一个 

4 ► 

而不能更多， q - e . d . 

_ 我俩将称定理 6 为¥字兮亨，或者簡单地，手兮亨;按照这个 

定律，在任何两个已給“^^間\三种墓本关系: i 二/幷且只有其 
中之一，成立。用§7中所提出的意义下的成語“或者…或者”，我們 

* i 

可以此較精确地将定理6表 示为： • 

对于任何敌工和 y ， 我 們有： _- 

或者 ^= y 或者或者工 > y 。 


S 4 S . 数之間的其它关系 

甚本关系以外，还有三种其它的关系在算术中占据重要的地 
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位。其中之一是我們已經知道的邏輯上的相異关系七另外两神是 

現在将要討論的 s 和 s 关系。 

■ 

符号“各”的意义由.以下定又 說明： • 

i 

定义 1. 我們說， 当 且仅垒 或者 

公式 * 

1 

' 讀作:“工是小于或等于 y’ 或者“: r 至彡等于 y’。 

虽然以上定义的內容看来是淸楚的，經驗表明，_实际应用 
中，它有时甚某些誤解的根源。一些人相信他們自己十分淸楚地 
了解符号 “s” 的意X,然而反对将它应用于确定的叛。他們不仅 
否认这种公式，如 ： 

1^0， 

认为它显然錯誤——这的确是如此——，而且还认为这样一些公 
式， 如像： 

0态0或0^1 

是沒有意义的，甚歲是假的;因为，他們主張〗旣然知道0=0和 
0<1，那么，說 OSO 或 0S1 就是沒有意义的。換句 fg 說，在他們 

看来，不可能举出一对數适 ( 合 公式： 

* 

• • 

这神看法显然錯誤，正因蚨 0<1 成立，所以語句 

V 

， 0=1 或 0<1 

眞，因为两个語句的析取式必定薑眞的，假定其中的一个是眞的 

♦ ■ 

(参看 §7)3 但是依照定义1这个析取式等价于公式： 

" 0^1。 

n 

由于完全类似的理由，公式；1 

’ oso , 


..•r .;♦： r 背务幺 知 v w - iv . 乂 •， 公松] 
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一 

也眞。 ' • 

■ 

t 

a T 

这些誤解的根源大槪在于日常生活的某_习慣(*这一点在§7 
之末我們已輕提請注意*)。在日常語言中，只有当我們知道两个 

i _ 

語句中有一个是眞的，但不知道那一个是眞的时，才习慣于断定两 
个語句的析取式。旣然我們能够作出此較簡单，同时在邏輯上更 
强的断定，即0<1，我們就不会說，0=1或0<1，虽然这无疑是眞 
的。然而，在数学的討論中，在最强的可能形式下陈述我們所知道 

的事情，幷不常常是有利的。例如，有时我們对一个四角形 R 仅断 

、 

言它是一个卒行四边形，虽然我們知道，它是一个正方形，所以这样 
做，因为我們可能荽引用一个关于任意的平行四3 &形的 ¥遍定理。 

參 

为了同样的理由，可能有这样的情形，已經知道一个数 x (例如,数. 
0) 小于1,我們仍然可以只說^含1，也就是， 

; x=l 或工〈1。 

現在我 們将陈 述两个关于关系芸的定理。 

定理 7. : r ^ y ， 当且仅崇 x ； j >： y 0 - f 

证明。这个定理是定理6，廊三分律的一个直接推論。事实 
上，如果 

I 

⑴ , ^ y 9 

因而，据定 XI , 

( 2 ) 

那么公式： 

不能成立。反之，如果 
⑻ 1 岭; y , 

^ L 

我們必定有（2)，因而，再据定义1，公式 （1) 必定成立。于是公式 
(1) 和 (3) 等价， q . e - d : 


汉或 ^< y > 

、 

^>y 


\ 


礞 
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^_ _ 

H - 

用§28的术語，定理7說，关系 S 是关系>的否定关系。 

由于本身,的結构，定理7可以看作是符号的定义;它与这 

里所采取的定 " x 不同，但与乏等价 6 这个定理的陈述可能有助于驅 

散关于符号的用法的最后的疑惑；因为，沒有人会有任何犹豫 

> 

来承认这样一些公式，如： 

0 S 0 和0芸1 " 

m - 

为眞，由于电們等价于 公式： 

, • 

o < to 和0>1 0 , 

如果我們願意，我們完全可以避免使用符号 “ S ”， 因为总是可以用 
'“*> ”籴代—它。 

9 

定理 8. : y ， 沓且仅峑工 — y 且工今 y ， 

怔明。如果 


⑴ 

: r 〈 y ， 

那么，据定义1; / 


<2) 


而桉据三分律， 公式： 

t 



不能蜱立。反之，如果公式 (2) 成立，那么据定义1， 我們 得到： 

⑻ 工〈: y 或$=夕； 

伹如果同时我們有： . 

- ■ 

那么我們必須承认，析取式 (3) 的前一部分，舍式(1)。因之，两 

个方向的蘊函式成立， q 、 e 、 d . 

- . ( 

我們将略去关于关系刍的一些其它定‘其中特別包括那些 

說这个关系是自反和傳递的定理。这些定理的证明沒有一个有任 
何困难。 
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符号“3”的定义完全与定义1类似;从关于关系芸的定理，我 

們机械地得到关于关系^的相应的定理，只須将符号“各”，“< ”和 

\ 

“>”全部代之以符号“2”，“>”和“<”。 

在具有形式 

一 工 = y 

的公式中，“？和 “ y ’ 的地位可以为常項、变項或表示数的复合表达 

« 

式所代替，这种公式通常称为等式。具有形式 * 

• • 

' 或 x^>y 

的公式則称为 于亨亨 在广义的意义上的不 
等式中，除以 i 形 k * 的 

t 

\ r - 

工 4; y ， 尤命或 x^y 

的公式。在这些公式中，符号等的左边和右边出現的表 

达式称为等式的或不等式的左方和右方。 

••••••••• 


练 习 

■ 

1•考虑人們中間的两种关系：身材較小和身材較大。一个任 

意的人的集合必須滿足什么各件广才使得这个集合与上面两种关 

' » 

系构成第一类公理的一个模型(参看 §37)? f • 

S. 令公式 ： 

: r©y 、 . 

表示数工和 y 滿足下列条件 之一: （i) 数尤的絕对値小于数 y 的絕 
对値 ， T 或 (ii) 如果工和:V 的絕直相等，那么工是負的而 y 是正 
的。此外，令公式： 

峰 

、 xQy 

与公式： ’ 

p - 

y©x 
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具相同的 意义。 

在算术的基础上证明:.所有的数构戍的集合以及剛才定义的 
关系©和®构成第一类公理的一个模型。 

在算术和几何的范圍內,給出这些公理的解釋的其它例子。 

3. 从定理1推演以下定理 :/ 

如果 ^ c < y ， 那么； r 今: y 。 

反±，不用任何其它的算术命題，从上述定理推演定理1。这两个 


推論是否間接的，它們是否屬于§44定理1的证明的模式？ 

4. 推广§44定理1饰证明，因而建立下列关系理論的一般定 
律（参 # 看§37的 注）： 

在类 K 中每一个不对称的关系及在該类中也是不嗆反的。 
证明:如桌取定理1作为一个新的公理，旧的公理2可以作 


为定理从这个公理和公理4推演出来。 

作为这个論征的推广，证明以下¥系理論的一般定律： 

在类 K 中不舍反和傳遊的关系及在核类中也是不对称的。 

W 在 § M 的末屬我捫曾經試图解釋，何以定理2的证明可以- 
省赂。这些說明是第 ( VD 章的某些一般討論的应用。請詳細闡釋 
这一点，特別請指明和这一点有关的那些討論， 

7.从第一类公理推演下列 定理： 

(a) 工=%当且仅当， x 今 y 而直 

* 

(b) 如果 i<y， 妳么龙<2：或 2：<：y。 

8•从公理4和定义1推演下列 定理： , 

(a ) 如果而且 y 各 z ， 那么 . 

( b > 知果： r 含 y 而且 : y<> ，那么工<约 

* 

(c) 如果 yO 而且 JS 各尤，那么 0c < t o 

» 

9 •证明关系笤和^是自反的、傳递的和連逋士。这些关系是 



159 


CW —个数学理論的构造:加法和减法的定律 

■ 

对称的还是不对称的？’ 

10. 证明： 在任何两个数之間，以下六种关系恰恰有三种成立： 

11. 上題所列举的关系的任何一种的逆关系和否定关系，还是 

b 

在六种关系之中。請詳細证明这一点。 

*12 .第10題給出的六种关系中，那两种之間存在着包含关 
系？在这些种关系中，任何一对的和、积及相対积是什么？ 

’提示：回忆 §2 S 中所解釋的名詞。不要忘了討論两个栢同的 
关系所組成的对子，幷且住相对积与因子的夫序有关（参看第 V 
章练习5 )。36对关系都应該加以考察。 

a . 

. ( vin ) —个数学理論的 构造： 

加法和减法的定律 ' 

§47. 关于加法的公理;运算的一舣 
性质，群和交換群的槪念 

s 

現在我們轉向第二类公理,它由以下六个語句所組成： 

公理 6 •对于任何数 y 和％，有一个鼓 工， 使得換言 
之:如果 mN , 而且 mN ， 那么 y + zeN 。 

公理^ 

公理 8. a ：+( y +2：) = 

- 、 

公理 9. 对于任何数 x 和 y ， 有一个数 z ， 使得 x = y ~ hz 0 
公理 10. 如果： y < A 那么尤+少0+2： 0 

_ 

公理 11. 知果30>2：，那么 x -¥ y ^> Jc + z 0 

此刻让我們集中注意于这第二类的头四个語句，即，公理6— 

< | 

9,它們給加法运算規定一些簡单的性质，在邏輯和数学的一些部 


« 


160 第二部分邏輯和方法論在构造数学理論中的应用 

/ _ ■ ___ 

9 

分中,討論其它运算时，也常常会遇到这些性质。、 

I 

一 些特殊的名詞已經引用来指示这些性质。 義們 說运算0宇 

f 字?或 f f 宇字了孕如果施运算 o 于金 

k 士‘士仝；凫素 ， k &二 V 元素;換句話說，如 

* - 

果对于类尺的任何二个元素 y 与 a 有一个类 K 的元素: r， 使得 

x = yOz 0 

运算 (7 称为宇学宁手字亨㊉，如果施这种运算于类 K 的元素， 

所得的結果与这些元 A ‘无关，或者，換句話說，如杲对于这 
一类的任何两个元素工与 y， 我們有： ， 

xOy ~ yOx 0 , 

运算0夸专 y 中 孕窄令 巧，如果运算的結果与元素結合在一起的 
，方式无奚，•或•者)說，如果这一类的任何三个元素: T，;y 4 
2滿足条件： ' 

xOiyOzy ^ ix . OyyOz ^ 

运算 o 称为宇学 y 宁孕亨^手窄或者宇 ▼ Ste ， 如 % 果，对于类 K 的 

任何两个元‘ xhy . 二类的二 Vkk /使得 

x—yOz ^ x~zOy 

分刿成立。一个运算 O 旣是右可反的，又是左可反的，簡单地就称 

为寺考$ 宁亨弓;化立刻可以得出.，一个右可反的或左可反的交換 
运贏，•必 k •是•可 k •的。現在，我、們說，一个类了个窄， 
如果这个运算在 k 中是可行的，結合的和可如* k^rdn 

O 还是交換的，那么类 K 称为是亨考了个字毕亨或 
。群的槪念以及交換群的槪蠱二冬4赢科士各 

这个学科就称为群論，群論在第 v 章已經提到。① 

， 

①群的槪念为法国數学家伽罗华 CE . Galois , 1811— 183、2)引进数学中 ，“ 阿貝尔 
群 # 这个詞是选来紀念挪威数学家阿貝尔 CN .、 H . Abel , 1802—1829) 的，他的硏究对于 


：•• ； / N'j-^nSif-^v-^ •''rn - - I it jiriT Vi i 罾 n wn ufiTfi — t" pt i r..j ..I I «n. ir_. i "n.. i .i 
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4 

假定类尺是全类(或者是所討論的理論的論域 一 :参晴§23)， 
当我們使用“可行的”，“交換的”等語詞时，我們通常不提到这个 

类 。 - , . 

" 按照上面引入的术語，公理 6-9 分別被称为▼兮学亨亨、字 

換律、結合律和加法运算的右可反性定律；这些公贏二44日兄 if 

* • • • • 

有的数构成的集合是一个对于加法而言的交 換舞。 ， 

、 .、 

§48 - 对于 軾多 的被加数的交換律和結合律 

公理7,即交換律，和公理8,即結合律，在这里所陈述的形式 
中，分別地涉友两个和_个数，伹是有无穷多个涉及多于两个或三 
个数的其它的交換律和^谷律，例如， 公式： 

I 

Cy ^ rz )= z y + iz ^ x ) . 

是对于兰个被加数的交換律的一个例子，而公式 r :, 

文 0^+ w )]= 

是对于四个被加数的結合律的一个例子。此外，’还有一些具混合 

性质的定理 ，一 般地說，这些定理 断定： 被加数在次序和結合方面 

1 

的任何一种变化,对于加法的結果不生影响，我們陈述下面的定理 
作为一个例子 ： 

t 

定理队 工 + (y + z) = Or + z) 

’ 证明.經过适当的代入，由公理7和8我們 得到： 

I ' 

(2) + (z + y) = ix^rz) 

按照萊布尼茲定律，由于 (1)， 我們 可以用“: y + z ” 代 (2) 中的 ％ + y ”; 
結果是所要的 公式： 

S 

b 

__ 文 +(y + ： z ) = 〔工 + 之） + y Q 

高等代数的发展有巨大的影响，群槪念对于数学的深远的重要性，特別是自从另一位 
挪威数学家李 CS , Lie ，1842—1899) 的工作以来，已璉为大家所认識。 
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m _ _ _ ♦ _ __ _ _ _ . 

* 

用同样的方法，我們能够从公理7和8，可能还有公理？；推 
演出关于任意多个被加数的所有的交換律和結合律。这些定理在 

i 

代数表达式的变換中实际上是常常用到的。所謂表示一个数的表 

- , 

’ 达式的变換 ; 就像通常一样，指这样一种变換，通过这标变換，得到 
一 个表示相同的数的表达式，这个表达式因之可以同原来的表达 
式用等号联結起来;最常受到这种变換的表达式是那些含有变項, 

A 

因而是指示函禎的表达式。在交換律和結合律的基础上，我們能 

够变換任何具有这种形式 ： 1 

/ , 

a 

• 尤 + (^+之 ），： r + [ y + (名+«)]， … 

的表达式，也就是，为加号和括号所分开的数値常項和变項所組成 

的表达式;在任何这祥的表达式中，我們可以任意地調換数値符号 

. 和括号（只須假定_所得的表达式不会因括号、的易位而变戍沒有意 
义)。 • 


. 849. Un 法的单調定律以及它們的逆定律 

* \ V ， 一 

I r 

, I 

我們現在将要討論的公理10和 U 是所謂的对于关系和 

冬 于的加 法的乎 - 亨乎。更一般地，我們說，二項运算 o 夸 

項关系的，如果，对于类 k 中任何元 r，：^/ 公式 

• 争#«攀 

yRz 

獅 ’. 1 


0r0y)i?(x02), 

后一公式是說,施运算 O 于; r 和 y 所得的結果对于施运算 O 于 




和々所得的結果有关系及。（在非交換的运算的情形下，严格地說, 
我們应該区分右单調和左单調，剛才定义的称为右单調。广 


加法运算不怀靖于矣系个于和寺于是单調的-这.是公理10 

和11的一个推論 ■ 一-，幷且士^§ 4 6 i 所討論的数之間的其它关 
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系也是单調的。，这里我們将只对同一关系证明这一点： • 

定理10,如果 ； y = 2：， 那么工+少=工+之。 

证明。和 r + y 的存在为公理6所保证，它等于它自身（根据 
§17的定律 II ) i 

由于本定理的假設，等式右边的变項“: y ” 可以用变項“ 〆 ’来代換，于 

4 

是我們得到所要的 公式： ， 

I 

工 + y 士工+ 2 0 

! 

定理10的逆定理也是眞的 •. 

I ' • 

定理 II * 知果工 4 y = x +% 那么 y — z 0 

在这里我們将指出这个定理的两个证明的大致步驟。建立在 
三分律和公理 6 , 10与11之上的第一个班 明砮 比較簡单的。不过， 
为了我們后面的目的，我們需要另一个征明，这个证明比較起来相 
当复杂，伹是除公理 7-9 外，不^用任何东西 I / 

第一个证明，假定求证的 ，定 理是假的，那么一定有数 a y 和％ 

使得 

峰 

( 1 ) 、 x^ry=x + z 9 

而且 4 

(2) , y ^ z 0 

> 

因为; T + y 和工+ 5：是数. ( 按照公理 6 ); 稂据三分律，它們只能滿足 
以下公式中的一个* ■ … 

■ 

= x + X + y <^^ C+Z 工+ 30>文+艺。^ 

因为辑据(1)，第 i 式成立，其它两式自动被消去。因此我們有：_ 

(3) * 工屮汐 <^工+2：及 x + y ^> x - hz 0 ' 

■■ ■ - 

另一方面，再一次应用三分律，我們可以从不等式 (2) 推論出 


: yO ■或 y ^> z Q 
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因此，根据公理10和11， • 

(4) x -hy<C^-hz : r + y 〉 工 + 2 。 

(4) 与 (3) 显然矛盾。假定于是被推翻，而定理应該认为已經证明。 

'* 第二个证明。，应用公理9,伹以 V ’和“分別代換“: c ” 和“2”， 

我們推出有一个数《滿足公式: 

- ; v = y +« 0 

\ * 

因为，根据公理7， 、 


由于同一关系的傳递性(参看§17定律 IV )我 們有： 

_ 

■ 

⑴ 一 • ：y = M +； y 。 

現在再一次应用公理9,但以和 V ’分別代換和“；!：”;于是我 
們得到一个数 奴滿定 •式 t 

(2) z = y + v 0 

由于(1)，这里我們可以用表达式 “《+ y ” 代換变項 “ y ’： 1 

’ Z~iu-¥y) 

此外，根据結合律，即公理8,我 們有： 

鉍 + (y+v) = («+y)+v ， 

因此，应用 § n 的定律 V ，我們得到： 

» 

z—u^ iy + v) a 

由于(幻，这里我們可以用“ 〆 代換“; y+K (用萊布尼茲定律)，于是 

■ I 

我們最后得到 •. 

I - 

(3) z ~ u + z 9 

• * 

第三次应用公理9,这一夫以 “ m ” 5 和 “ w ” 分別代換 “ x ”， 和 

%”，我們得到一个数 w , 对于 w ， - • 

U—X+W 、 


成立，而因 
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♦ X-hW = W + Xy 

我們有： 

# 

(4) M —W + a：o 

利用 (4) 我們从 (1) 得到以下公式： . ， 

f 

y ~ ( w + x ) + 力 

但因根据結合律 % 我們有：' 

w + + y ) — ( jv + x ) + 

• » 

这个公式 变为： ’ 

(5) : y = w + Or 屮; y )。 、 

由于本定理的假設，我們•可以用“工+，代換 $) 中的“工 + y ’， 这就 


导致： 

I 

(6) 、 * y = w + (工+之）。 

再一次应用結合律，我 們有： 

, W + (工 + 2) = ( W + JT ) +之， 

'因此 (6) 变为： 

y— Cw-bx) 4-2； 0 

由于(4)，这里我們可以用“《”代換“如+工”。这样我們 得到： 

* 

1 

⑺ y = M + z 。 

伹是从等式 (7) 和 (3) 推出 

^ y~z c q. e. d.* 

这里可以插入关于定理 11 的第一个怔朗的几点說明。像定 

,1 

理1的证明一样，定理11的第一个证明构成間接推論的一个例子， 

这个怔明的輪廓可以描述如下。为了证明某一个語句，譬如說“ 〆 ’， 

% 

我們假設这个語句是假的，也就是 r 我們假定語句“非夕”，从这个 ， 

■ 

假定推演出一个結論‘ V ’;也就是說，我們证明蘊 函式： 

如 果非夕 ，那么2 ， 
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s r 

(在所討論的情形中，結論是在证明中出現的条件 (3) 和 C 4) 的 

I 

合取)。不过，另一方面，我們能够证明（或者根据邏輯的一般定律 5 
就像在所討論的情形中那样，或者根据数学学科中先已证明的某 
些定理，这些定理的全部論泜是在数学学科中作出的）所得的結 
論是假的，也就是“非成立;因而我們被迫放棄原来的假定，而 
承认 fe 句“ 〆 ’是 眞的。 如果这个論证以完整的形式表示出来，一： 

I 磬 

个邏輯定律将在其中起本质的作用，这个定律是我們从§14知道 
的逆反定律的一个变形，这个定律 就是： 

从：如果非夕，那么分，推出：知果非那么久 
这里所討論的证明稍微不同于定理1的证明。在定理1的证 
明中,从定理假的假定，我們推論出定理是眞的，也就是，我們推演 
出\一个与假定正相矛盾的 結論; 伹是，在所討論的证明中，我們从 
一个类似的假定推演出一个結論，我們从其它理由知道这个結論 
是 假的。 不过这种差別不#本'质的5根据邏輯定律，可以很溶易地 
看出，定理1的证明- — 像任何其它的間接推論 一样* ~ : 可以归 
到上面大致描述的模式中。 

I, • 

和定理10 —样，其它的单調定律，即，公理10和11，也有逆 

* 

定律： 

\ 

定理 12* 如果： c + y <0»:+2：， 那么 yKz 0 

b 

定理 13* 如果尤 + 那么 

这些定理的怔明 ，可以 沿着定理1的证明的綫索 J 艮容易地得 
到。 

p 

•m 

4 *• 

b 

- §50. 閉語句系統 

a ♦ •- 

琴 

■ 

有一个一般的邏輯定律，熟悉这个定律可以大大簡化上面三 

S 

个定理(11，12和 13) 的证明。这个定律有时称为閉系統定律或豪 
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伯定律①，在某些情形下，当我們已經证明一些条件語句时， 这个， 
定律容許我們 从终些 語句的形式推 論出： 相应的逆語句也可以看 
作已經证明。 

假定給了我們一些藐函式，譬如三个蘊函式,对这三个蘊函式 

* 

我們将給予以下大槪的 &式： 

如果/那么々1; 

如果/>2，那么仍； 

如果/>3,那么仍。 

这三个語句称为构成一个閉系統，如果它們的前件穷尽了所有可 
能的情形，也就是，如果 . 

4 • 

1 pl M Pz 

是眞的，幷且如果同时它們的后件互相排斥： 1 

如果办那么非分2;如果仍，那么非仍彳如果《2,那么非《3。 
閉系統定律断定,如果构成一个閉系統的某些条件語句是眞的，那 
么相应的逆語句也是眞的。. 

• 一个閉系統的最簡单的例子是‘两个語句的系統，这个系統包 
括一个蘊函式： 

I 

如果夕，那么办 
« 

和它的反 語句： , 、 

. 如果非/>_，那么非穿。 • 

1 

为了证明这种情形下 M 两个逆諶句，甚至不必借助于閉系統定律; 
应用逆反定律就够了。 

a 

定理10和 i 理10与 11' 构成三个語句的一个閉系統,这是三 
分律的一个推論；因为在任何两个数之間我們恰好有=，<和>三 


①依德国数学家豪伯 （K. F. Hauber, 1775—1851) 的名字而命私 
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种关系中的一种，我們知道这三个語句的設，即， 公式： 

y > z ， 

穷尽所有可能的情形，而它的結論，即, 公式： 

工 + 3^= 工十名，工 + y<Cr + 5 ：， x-by^>x+z 

■ 

互相排斥。（三分律甚至蘊函了更多的东西，即，头三个語句不仅穷 

* 

尽所有可能的情形，而且也互相排斥，后三个公式不 R 互相排斥而 
，且也穷尽所有可能的情形，不过这与我們的目的无关。）仅仅由于 
三个命題构成一个閉系統，逆定理 11*^13 必定成立为眞 • 

在初等几何中可以找到許多閉系▲的例如，当我們考察 
两个_的相对位置时，我們必須討論一个包括五个語句的閉系統。 
最后，可以指出，任何人不知道閉系統定律，但是試图证明构 

I 

成一个这种系統的命題的逆命題，可以机械地应用我們在定理11 

的第一个 ffi 明中所使用的同样的推理方式。 

■ 

4 

S ■ 

§51. 单調定律的推論 * 、 

f 

_ 

定理10和11可以合成 一■ 个語句: 

当 J ■攻当，工 + y = x +2；。 

同样可以把公理10和11与定理12和13联結起来，这样得到的 

定理可，以称为通过加法的 亨亨节 予等式的等价变換定律 5 这些定 
理的內容有时被描述如下如•果•不•改•变•等.号•或•不•等•号•，士以同一数 
加于一个等式或不等式的两边，所得的等式或不等式与原来的等 
价（自然，这种表示是不十梦正确盼，因为一个等式或不等式的两 
方不是数而是表达式，不可能加任何数于表达式上)，这里提到的 
定理在解等式和不等式时起着重要的作用。 

我們将从单調定理推演出另一个 結論： 

定理 14* 如果 x + s ：<： y +6 那么； r <^ y 或者 
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证明。假設这个定理的結論是假的;換句話說，工旣不小于％ 
i 也不小于 I 根据三分律,从此推出以下两个公式之一： 

或 Oy 

乜及以下两个公式 之一: 

之=^或 z^>t 

必定成立。驾样， # 我們必須討論以下四种可能： 


(1> 

x=y 

而且 

Z=t^ 

(2) 

x=y 

而 JL 

Z>t ， 

⑻ 

^>y 

〆 

而且 

z~t 9 

⑷ 

^>y 

而且 

Z>t 。 


让我們从考虑第 f 种情形开始。如杲 (1) 的两个等式是正确的，根 
据定理10,从第一个等式我們 得到： 1 

z ^ x = z - by 9 

而因为根据公理7， > ' 

s 

x^z^z+x z+y=y^Zj 

两次应用同一关系的傳递律，我們可以推論 出：/ 

» 

(5) 工+2：=^ + 2 。, 

r 

如果現在我們应用定理10于 (1) 的两个等式的第二个，我們 得到: 

(6) y + z=y + t , 

这个公式与 (5) —起可得 ： 

r 

(7) x -¥ z—y + t a 

根据完全类似的推論——应用公理4, 5, 10和11——，顧下的三 
种情形(2)， （3) 和 (4) 的任何一种都导致不 等式： 

⑻ PP + z ^> y + t 0 

因此在任何情形不，公式 C 0 或 （8) 中的一个必定成立。但是因 
为 : r + z 和 y + t 是数(公理6 )，根据三分律，推出 公式： 
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X^rZ^y^ft 

% 

不能 成立。 

如是，由于假定結論是假的，我們得到一个与定理的假設直接 
矛盾的公式。因此这个假定要推翻，而我們知道結論确实是从假 
設推出来的。 

、岡《才处理的論证算在間接证明之列;除开一点非本质的改变， 

_ ^ 

它可以归到§49中大致叙述的模式中，这个模式与定理11的第一 
十证明相关。不过从形式上考虑，这个論怔的方法稍微不同于定理 

4 

S 

1和11的证明所遵从的方法。这个推論具有下列的模式〜为了证 
明一个具有蘊函式形式的語句 5 譬如說，語句： 

如果夕，那么穿， 

我們假定这个語句的結論，即 V ’是假的(而非全句是假的）；从这 

个假定，也就是，从“非 Y ’， 推論出假設是假的，也就是“非/>”成立。 

換句話說，不去怔明求证的語句，而是給出相应的逆反 語句： 

* 

如果非 g ， 那么非夕 

的-一个证明，幷且从此推論出原来語句的正确性。这种論证的根据 
要在語句演算的一个定律中寻找，这个定律是說，逆反語句的眞常 
常_函原来語句的眞(参看§14 )。 

这种形式的推論在所有的数学学科中十分普遍;它們构成間 

接 i 正明最普通的 类型。 ' ' ' 

►、 

， §52. 减法的 定义; 反迗算 

4 

我們的下一步工作是表明，戚法的槪弇能够引进我們的討論 
中来。有了这个目的在心中，我們将首先证明下面的 定理： 

定理 IS . 对于任何而个数； y 和;2：，恰恰有一个数; r ， 使#; y == : 




z^x 




I 
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证明 P 公理9保证至少有一个数工适合公式： 

% 

k 

我們必須证明这样的数不多于一个;換句話說，滿足这个公式的任 
何两个数 w 和 T ? 相等。因此，令 

b 

y—z-i-u nfjJJL y=z-hv 0 
, 这个公式直接蘊函(根据关系=的对称律和傳递 

^ Z + U — Z-tVy 

根据定理11，从这个公式我們得到： 

T . _ 

# u = v 0 

于是，恰恰有一个数政参看 §20) ， 对; 于这个 A 

y=z+x 9 q. e. d. - 

^ 以上定 理說到的唯—的数: r ， 用以下 符号 ： y — z 表示; '像通常 
— 我們把它讀作“数工和 y 的差”或者“从数 y 减去数 z 的結 
果”。差这一槪念的精确定义如下： 

定义 2. 我們說，: r = y — 名，当 五仅垒 ，: y =2；+: r 。 

—个运算 J 称为运尊 O 在类 K 中的右反运算，如果这两个运 
算 O 和 I 适合下列条件: * 

对于类 K 的任何元素工， y 和 A 我們有:蛊且仅当， 
y=zO£ a • 

类 似槪念:亨亭司 '以依 同样方法定又如果运 
算 O 在类 K 中換 A ， *它^^^个反运算——右的和左的——相 

合，于是我們可以簡单地說运算 o 的反运算。按照这种用語，定义 

_ 

2表示，戚法是加法的右反运算(或者簡单地說，反运算 )， ， 

♦ x - 

§53. 被定义者包含等咢的定义 

■ 

r 

# 定义2是数学中非常普通的一种定义的一个例证。这种定义 
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給表示单个^物的符号，或者_表示在一些事物之上的一个运算 

一 

(換句話說，具有一定数目的主目的函項）的符号規定意义。在每 
—个这样的定义中，被定义者具有等式的形式： * 

• X— 

在这等式的右边是要定义的将号本身，还是由要定义的符号与一 
些变項“2”，…所构成的一个指示函項，要看这个符号表示单 
个的事物还是在一些事物之上的一 个运耸 而定。定义者可能是任 
何形式的一个語句函項，这个函項包含有和被定义者之中相同的 

自由变項，这个®項說，事物 00 -可能还有事物 y ，a -适合 

釦此这般一个条件。定义2确立一个符号的意义，这个符号表示在 
两个数之上的一个运算。为了給出这神类型的定义的另一个例子， 
让我們陈述 “ 0 ”的定义，这个符号是表示单个的数的。、 

我們說，工当丑仅蛊，对于任何数 y ， 公式： y ^ x = y 成立。 
我們所討論的这种类型的定义和一种危險相連；因为一个人 
在作出这种定义的时候，如果不加以足够的注意,他可能很容易遇 

p 

到一种矛盾。一个具体的例子可以說明这一点。 

让我們暫时离开我們現在的探討，而且假定在算术中我們已 
經有了乘号供我們使用，我們要利用乘号定义除号。为此，我們制 
定以下的定义，这个定义是一絲不差地依照定义2仿 造的: 

我們說，工之，当且仅当，; 

如果現在在这个定义中，我們以“ 0 ”替換 V ’和“; s ”， 而且首先 
以“ 1 ”然后以“ 2 ”替換 “* r ”， 又如果我們注意我們有公式： 

0=0*1 与0 = 0.2， 

我們立即得到： 、 

1 = 0-0 与2 = 3:0。 

4 

但是因为等于同一个东西的两个东西相等,我們得到： 
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1 = 2， 

这显然是无意义的， 

不难举出这神現象的理由。在定义2和在这里考虑的商的定 

义中，定义者具有語句函項的形式，这个語句函項有三个自由变項 

/ 

“工”，和 “ z ，’ 。 对于每一个这样的語句函項，有一个三項关系与 

它对应，这个三項关系在数；: y 和 z 之間成立，当且仅当，这些数 

滿足那+語句函項（参看 §27) !而这正是定义的目的，定义的目的 

就在引进一个符号表示这种关系。但如一个人予被定义者以 形式: 

* 

b 

x — y-z ^ x = y：Zi 

那么，他預先假定这个关系是函項的（因而是 一+ 运算，或者一个 
函項，参看.§34)，因此对于任何两个数 y 和 z ， 至多有一个数工与 

它們有所說的关系。不过，关系是函項的这一事实最初一点也不明 

/ 

显，因之必須首先建立。在定义2的情形下，这点我們做到了；但 
是在商的定义的情形下，我們沒有能做到，我們不能这么做，仅仅 

因为在某种例外的情形下，所說的关系不是函項的。因为，如果 

* * ^ 

y~0 rfaJL- z^=o y 

s 

那么有无穷多个数 X ，对于这个 X 

_ 〆• 

y — z * x <} 

因此，如果一个人想用以上形式表示商的定义，而不引进矛盾，他 
必須排除数 y $\ z 都是0的情形，——例如,在定义者之中插进一 
个附加的 条件。 

上面的討論把我們引导到以下的結論。在定义2类型的每一 
个定义的前面应該有一个完全相应于定理15的定理，就是說只有 

I* 

—个数子滿足定义者的定理。（这里有个問產发生，是恰恰有一个 

n 

数适当，坯是至多有一^个这样的数®够了。这个頗为困难的問題 
的討論此处从略。） • 
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§54. 关于减法的定理 ‘ 

在定义2和加法的定律的基础上，我 W 能够沒有困难地证明 

t 


戚法理論的一些墓本定理，如同可行性定律，单調定律以及等式和 
不等式通过戚法的等价变換定律。使所謂的代数和的变換成为古 
能的那些定理也在此列，所謂的代数和，就是，为“ + ”号、“ 一”号和 
括号（按照与括号的作用_同的特殊規則，括号常被省略）所分开 

的数値常項和变項所組成的表达式。下面的定理可以作为最后所 

* 


說的那一类定理的一个 例子: 


定理 16. Cy — z ) — ( x + y ) — z a 


证明按照公理9,对于: y 和％有一个数 m 与之对应，使得 

(1) y^z + U } 

按照定义2,上4蘊函 . 

(2) W == y ~2： 0 * 

从交換律我們有： 

由于 (1), 右边的 “ y ” 可以用4+沪代換,于是我們得刳 t 

⑶ a + y= O+w) + 尤。 

另一方面，从宝理9 推出： 

V 

• I 

(4) z+(；r + w ) = ( 2 ；+ tt )+: r 。 

但因等于同数的二数相等，我們能够从 (3) 和 (4) 推論： 

(5) 工 + y =2：+0 r + M) o 

現在，因为工+ «和，+ ： y 是数（据公理6 ) ，我們可以用“工+ «’‘’和 

“工 + y ” 代換定义2中和 V ’。 （£0 表明定义者被滿足，因此被 

» • 

定义者 必定也成立: 


-x + m = (尤屮； y) ^名。 
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由于(2)，如果現在我們以代換上面 螓式中 的‘V’，我們最后 
得到： ' - 

x+ (y—z) = (x+y) —么， Q. e. d. 

已經到达这个地方，現在我們終止这一小部分算术的构造。 

_ 

> - 

练习 

4 

I • 

\ 

着 

, 1. 考虑以下三个系統，每一个由一个集合、两神关系，一种运 
算所組成 •. ^ 

( a ) 所有的数构成的集合，关系 S 和会，加法运算； 

\ 

( b ) 所有的数构成的集合，关系<和>，乘法运算； 、 

t * 

( c ) 所有正数构成的集合，关系<和>，乘法运算。 

判 定:这 些系統中那些是公理 1—11 的系統的模型 C 参着§37\ 
2. 考虑一任意直綫，我們称它为数錢;令这条綫上的点用字母 
“ X ”，“ Y ”，“ Z ”， …指示。在数綫上我們选一固定的起点 O 以及与 
O 点不同的毕位点％現在令 X 与7为綫上两个不同的荩。我 
們考虑两个半綫，一个从 O 起始幷且通过(7,男一个从 X 起始幷 

t 

且通过 y ， 我們說点 4 z 在点 y 的前面，用符号表示 ，为： 

X@YV 

. ' 

当且仅当，这两个半綫相同或者其中的一个——不論那一个—— 
是另一个的部分，在这一情形下，我們也說点 y 在点 x 的后面， 

r 

写作： ， * 

< . Y © X 0 . 

»T 

点 z 称为点 x 和点 y 的和，如果它滿足下列 条件: （ i ) 綫段 ox 与 
綫段 yz 相合 KH ) 如果 o © x ， 那么 y ©2, 但如 o © x ， 那么 y ® 
^点叉与点 y 的和写作： 
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- V I 

X㊉ Y 。 

用儿何定理征明：数綫上所有的点构成的集合 C 比較簡单地 

說，即，数綫本身)，关系©和®,及运算㊉一起，构成我們所采取的 

# . 

公理系統的一个模型，因而这个羔統在几何中有一个解釋。， * 

3.让我們考虑四神运算 A，B，G^L， 它們 ■ — 像加法一 

样——使—个数对应于在何两个数。我們永远把数工看作施运算 • 

* * 

A 于数: c 和 y 的結果，把数 y 看作施运算 B 于数 x 和 y 的 結果： 

xAy^Xj xBy=y a , 

我們以耠号 IGy” 和 “iLy” 分別表示 x 和;^两个数之中那.不小于‘ 

或不大于另一个数的数;如此，我锕有： 

' : cGy=:r 及 xL^=y 3 如果 

: rGy=y 及 xLy = x } 如果 x ^ y Q 

847中所討論的性质有那一些屬于这四种运 k? 对于这四种 

* 

运算中的任何一种，所有的数构成的集合是否构成一个群，特別/ 
是，一个交換群？ .— 

<令 C 是所有点集的类，也就是，所有几何图形的类 9 集合的 
加法^乘法(如在§25中定义的)在类 C 中是可行的，交換的，結合 
的和可反的嗎？因而类 C 对于这两种运算中的任何一种，是一个 
，群，特別最，一个交換群嗎? 

5•证 明： 对于乘法而言，所有的数构成的集合不是二个交換 
群，但是下面每个集合对乎乘法是一个交換群： ： 

(a) 所有異于0的数构成的集合； 

(b) 所有正数构成的集合； 

■ 

(c) 由1与二1两数构成的集合。 

6•考虑由0和1两数組成的集合 S, 以及以下列公式定义在 

这个集合的元素之上的运 算㊉： 

\ 
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0㊉0=1 ㊉ l^O ， 

4 

0®1 = 1 ㊉ 0= l o 

判定集合 S 对于运算 ㊉ 是否构成一个交換群。 、 

4 * 

7. 考虑由0, 1和2三个数組成的集今 S 5 在这个集合的元素 
上定义一个运算 ㊉ ，使得对于这个运算，集合 S 是一个交換群。 

8. 证明•.沒有由两个或三个不词的数所組成的一个集合，对于 
加法是一个交換群，是否有一个由单个的数所組成的集合，对于加 
法构成一个交換群？ 

9. 从公理 6— 8推演下列 定理： 

N 

( a ) x + Cy + z ^ — Cz + x ) + y ; 

(b) 工 + [: y+0 + f)]=(£; ： y) + ( 工 

* 

10 . 如果怳仅根据公理 6—8 进行变換，由下面每一个表达式 

可以得出多少表达式： . 

欠 +( 少十名），工 +[y+0 + 《） ] ， ： r+{y + [>+(f + w)])? 

11. 簡明陈述运算 O 对于关系及的左单調的一般定义。 

12. 根据我們所采取的公理以及从它們推演出来的定理怔明： 
加法对于关系今， S 和2是一个单調运算。 

• I 

13. 对于关系<和>，乘法是否是一.个单調运算： 

( a ) 在所有的数构成的集合中； 

( b ) 在所有的正数构成的集合中； 

( c ) 在所有的負数构成的集合中？ . 

/ 

• I 

14•第3題定义的一些逵算中，那些对于关系=，<，>，今，^ 

_ 

是单調的？ 1 

' 15. 类的加法和乘法对于包含关系是单/調的嗎？对于§24中 

‘所討論的类之間的任何其它关系呢？ 

• ' * - 

16. 从我們的公理推演下列定理 r 
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I 

4 

> 

I 

如果尤而丑那么工+之<^+《。 

' f S 

在这个語句中侬次 以“〉 ”，“=”，“今”，“芸”和代換符号 
“< ”，考察这样所得的語句是否是眞的。 

17.在算术和几何的范圍內給出閉語句系統的例子。. 

18•从我們的公理推演下列定 理：， . 

( a ) 如果： r + x = y 十 y ， 那么 , 

( b ) . 知果工 + : r<y + ; y ， 鄱么 x<w 

( c ) ，如果工 +： c > y +; y ， 那么 x ^> y Q ^ 

<**» 

提示： 首先证明这些語句的逆語句（用第16題的結果)，然后 
怔明它們构成一个閉系統。 

*19. 如果一个定理能够只从公理 6-9 推演出来，那么它能够 
推广到任意的奐換群中去，因为对于一个运算 O 构成一个交換群 * 
的每一类 K ， 同这 i 运算一起构成公理 6—9 的一个模型(参看§37 
和§38)。这一点特別适用于定理11 ( 由于这个定理的第二个证 * 
明)，因而我們瀹以下一般的群論定理 ; 

对 于运算 O 是一个交換群的每一类 K 滿足识下条件 •. 

知果 x ( K ， yeK ， z ( K 而且:^0少=工0怎，那么 y — z 0 
給出这个定理的严格证明。 

另一方面，证明••第 1 S 題的定理 ( a ) 不能推广到在意的交換群， 
中去，用举出类 K 和运算 O 的一个例手的方法加以证明；类尺和 
运算0具有以下 性质： ( i ) 类 K 对于运算 O 是 一+交 換群， （ ii ) 类 

K 中有两个不同的元素; r 和: y ， 对于 •^和 y 有：工 Ox=yOy (参 看. 

% 

第6題）。因而，定理 ( a ) 能不能只从公理 6—9 推演出来7 

4 

20. 变換定理14的证明，使它符合§49中大致叙述的 5 与定理 
11的第一个证明相联系的模式。 

21. 可否說，除法运算在所有的数构成的集合中是乘法运算的 
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反运算？ 

22.第3題和第4題中提到的运算有沒有反运算(在所有的数 
« 

构成的集合中或者在所有的几初图形的类中）？ ' 

v 

23•什么运算是戚法（在所有的数构成的集合中）的左反运算 
和右反运算？ . 

$24 •在鉍 3中#号“0”的定义是作为例子陈述出来的。为了使 
这个定义确实不致导致矛盾，在这个定义的前面应該有如下的定 

f 

理： 

恰恰有一个数$，使得对于任何数 y ， 我們有: y + a =： y 。 

只用公理 6—9 证明这个定理。 

邱•簡明陈述这拜一鸟語句，它們分別断定减法是可行的，交 
換的，結合的，右可反的和左可反的以及对于小于关系为右单調呻 
和左单調的。 这些— 句中那一些是眞的？用我們的公理和§52中 
啲定义2怔明那些 i 的謌句。 

26.从我們的公理和定义2推演下列定理 I , 

( a ) x — (,y + z ) = ( ix ~ y ^-^ z 7 

K 

(b) 工一 (y —z) = Or—y) + 之， 

t * 

( c ) — [ O — y )— 工]。 , 

it 

* 27 .用减法的可行性定律和上一題的定理 ( c )， 证明下列 定理： 
歆的集合 k 对于加法是一个交換齊，必須且只須， 集合 m 
任何两数的差仍然麇于集合尺(也就是，也式工 f K 和: yeiC 豕远蕴 
® x — y ^ K ) 0 • 、 

用这个定理找出一些数的集合的例子，它們是对于加法的交 
換群， .• 

28. 用邏輯符号写’出上二章所給的公理、定义和定理。，- 
提示 •. 在用符号表示定理 I 5 以前，先把它置于一个等价的形 
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式中,其中的数値量詞由于§20所作的解釋已經被消去。 

1 

， 

I 

( IX ) 关于所构造的理論的方法論的討論 . 

〆 • 

§55. 在原来的公理系統中涫去多余的公理 

前面两章专門給出一个初等数学理論基础的槪要。本章我們 
将討論理論建立于其 上的公 理系統和基本詞項，这种討論具有方 
法論的性质。 、 

我們将从一些具体的例子开始，說明 # §39中关于公理和基本 

* 

詞項的选擇的随¥性，多佘的公理可 以省略 等等。 

让我們从以下問題开始，是否公理 1—11 的系 統二一 这个系 
統将簡称为孕序91——可能含有多余的公理，也就是，是否有公理 
能够从系統佘公理推演出来。我們将立即看出，回答幷且肯 
定地回答这个問題是容易的 。 事实上，我們有： 

- 系統91的公理中有三个，即，公理4或5中的一个，公理6,识 

及公理10或11中的一个能够从其佘的公理推演出来 4 * 

证明。我們首先 怔明 ’ 

( I ) 公理4或 5 中的一个能够借助于公理 1—3 从另一个推演出 
来， ， 

、我們注意，定理3的征明仅仅根据——不論直接或間接一-公理 
1 一 3。另方面，如果我們 S 經有定理3,我們可以按下面的推腧方 
式从公理4推演出公理5 (或者从公理5推演出公理4 ) : 

如果 * 

rmm 

， , 

文〉 y 而且 y >«， 

那么，据定理 3 ， • 


•d# ^ ； •••..• .'.:. 汆办 . . 一 | | m mm ruw imr' hmwi ■ m, • i h u i« 省街 * j.- 
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: y < o : 而且 / 

因此，应用定理 4( 但以“;代換其中的“: T ”， 以‘ V ’代換其中的 


V ’），我們 得到： 


Z<CXj 


又据定理3,上式蘊函 




而这就是公理 b 的結論。 

同样可以证明•/ 

( II ) 公理10或11中的一个能够借助于公理 1—3 从另一个推 

v 

演出来。 / 


最后，我們有 


S 


( III )公理6能够从公理 7—9 推演&来。 

* 后一断定的证明不 ~ f 分簡单 # ，而和定理11的第二个证明类 
似。已給任意二数工和 W 四次应用公 k 9 5 逐个地引进四个新的数 
w ， w ， z 和 V ，令它們滿足下列 公式： 


(1) 

b 

: y= 


(2> . 

U=X + TV ^ 

i 

⑻ 



⑷ 



据交換律，从 oi 我們有： 


i 

= u + yi 


将以上等式与 （4) 合在一起，而像在定理11的证明中那样进行論 

t 

征，根据結合律，我們 得到： " 

(5) z =^ u - hz Q 

从 (5) 和 (2) 我們 得到： 


Cc + w) + 幺， 
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由此，再据結合律， 

Z = X+ (w + 2：), ^ 

由于(3)，由上式 可得： ■ ' 

⑹ . 2：= j ：+ y 。 

这样我們已經证明，对于任何两数$和:V，存在一数％对于忒6)成 

1. 

立;而这正是公理6的 內容， 

亩以补充 一点： 上面大致叙述的推論方式不仅适用于加法 ，無 
照837和§38的一般論述，也适用于任何其它运算； 在类 K 中交 
換的，結•合的以及右可反的一个运算 O 在該类中也是可行的，因而 
类 K 对于运算0构成一个交換群(参看§47)。 * 

現在我們已經知道系統？I至少包含三个多余的，因之可以省 
略的公理。因此，系統洱可以为以下八/个公理組成的系統所代替: 

* 公理1 (1) .对于任何数工系； y ， 我 們有： x = y 或者 x <^ y 或者 

工〉： y « 

公理 2 (1 ). 如果工<3；， 那么; y < tx 。 

公理 3(”. 如果 x '^> y y 那么 y ^ x Q 

pv 

公理 #”• 如果工 〈y 而 1 JL yO, 那么 

t e 

公理 5( u •尤十 y = y +： r 。 

- » 

公理 6(”. x ^ Cy + z ) = C ^+ y ) - bz 0 

m 

公理 7(1) . 对于任何敫: r 和 y ， 有一数之,使得 ： r=y + 5：。 

. 公理8(】).如果 : y<>， 4么 x -^ y <^ x ^ z 0 
我 I 們将称这个公理系統为系統現在我們有以下的結果 : 

譬 

系統81与 9 P 等价， 

与原来系統比較，新的簡化了的公理系統，从美学观点和教学 
观点两方面看，都有一些缺点。对于两个墓本符号“<”和“>，，，它 
不再是对称的，关系 <的一些性质不加证明地被接受下来，而关系 
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>的完全类似的性质不得不首先加以证明。在新系統中，公理6也 
被省略，公理6具有非常初 等幷且 直观上明显的性质，然而它之从 

，系統级 (1) 的公理推演出来是比較困难的. 

• * 

一 §58.- 化簡了的系統的公理的独立性 


現在发生一个 間題： 是否系統中还有任何其它多佘的公 
理。我們将证明事实上不是如此•/ 

* 沉〜是互相独立的公理的系統。 * 

为了确立以上陈述的方法論的命題，我們用凭借解釋的证明 
方法,这种方法在§37的一个特例中已經使用过。 

我們要证明系統敦 <]) 中沒有一个公理可以从这个系統的其佘 
公理推演出来。让我們考虑公理2 m 作为一个例子。假設我們在系 
統©⑴的公理中，把符号全部代換为“$”，而木以任何其它方 
式改变公理。作为这，变換0結果，除公理2⑴以外，沒有一个公 

理失去它的正确性；事实上，公理3 (1> ，5 (1> ，6⑴和7 (1> ，由于它們 

% 

不包含符号“<仍然不变，而公理1 <”，4 (,) ^8 (1) 变为一些算术 
定理，它們的证明，根据系 統界或 31 (]) 与符号“芸 ，，的 定义1 ( 参看 


§46) ? 沒有任何困难。因此，可以断言，所有的数构成的集合 N， 关 

1 

系芸和>，以及加法运算构成公理1⑴和3 (1> —8 (1> 的一个 模型； 这 


七个公理的系統年是在算术中有一个新的解釋。另一方面，可以立- 
即看出，由公理2 經过变換得到的語句昜假的，因为它的否定在 
算术中能够容易埤证明； 公式： 

幷不常常 排斥： 7 v 


因为有数 A 和 y 同时滿足两个不等式: 





而且 y^x 

(自然，如果而且仅仅如果，： r 和 y 相等，才是这种情形)。因此，如 
果一个人相 ； [言算术的无矛盾性（参看§41)，他不得木承认这一事 
实： 从公理2⑴得到的語句不是这个学科的一个定理。从此推演出 

_公理 .2 (n 不能从系銃 St <u 的其佘公理推演出来;因为否則在任何解 

-■ > 

釋中，如果其它公理成立，这个公理也不会不正确(参看§阶中类 
似的討論)。 

使用同样的推理方法，但是应用其它适当的解釋，关于其它每 
一个公理可以得到同样的結果。 

■ 

' *一般地，用解釋 0H 明的方法可以描述如下。問題是，证明某 
个語句 A 不是一已給演繹理論的公理或者其它命題的系統 © 的一 

个推論。为了 ffi 明这一点，我們考虑I个任意的，假定是无矛盾的 

* 

浪繹的理論2：(在特殊的情形下，可能就是系統©的命題所屬的 
同一个理論)。然后我們試着在这个理論之內找到系統©的一个 
解釋，使得不是語句 A 本身，而是它的否定成为理論定的一个定 
理(也可能是一个公理）。如果我們能够做到这一点，我捫可以应用 
§38中陈述的演繹法定律。如我們所知，从这个定律推出， 如果詻 
句 A 能够从系統、@的命題推演出来，那么对于这个系統的任 何解… 
釋，它将仍然是正确的。因此,存在©的一个解釋，对于这个解釋 A 
不正碼，这件事实是这一語句不能从系統©推演出来的一个证 
明。更严格地說,它是以下条件語句的一•个 证明： 

• S. 

如果理論3：是无矛盾的，那么語句 A 不能从系統©•的命* 
題推演出来。 . - 

何以必須包括理論孓是无矛盾的这一假定，其理由是容易理解 
的。因泠如果不然，理論3：会把两矛盾的語句包括在它的公理 

看 

t 

和定理之中，而我們不能仅从 S 包含 A 的否定这一事实，推論出尤 
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_ _ _ _ _ 1 4A 

不包含語句 A (或者无宁說 A 的解釋)；这样我們的論证就会不 
正确。 4 . 

用上面的方法，要得到一已給的公理系統的独立性的詳尽证 
明，在所討論 的系袜 丰有多少公理，上述的方法就得要应用多少次； 

每个公理依次地当作語句 A， 而©就由系統的其余公理所組成， 

♦ 

§57. 多 余的基本詞項的消吉和公理系統的 
继縯化簡; 一 个有序交換群的槪念 

我們再一次回到公理系統91 (1> ，因为这个系統是独立的，它不 

% 

能用去掉多佘的公理的办法进一步化簡。不过，可以用不同的方法 

进一步化簡。因为事实表現出，系統沉 (1> 的墓本詞項不是互相独立 

的。事实上，“<”和 “〉” 两个符号中的一个可以从基本詞項的目录 

中抹去，然后用另一个来定义它。从定理3可以很容易地看出这一 

点来;定理 S 由于它所具有的形式，可以看作是符号“>”借助于符 

号“<”的一个定X，而如果在这个定迤中我們把％价式的两边互 

* 

換，我們可以把它当作符号“<”借助于符号“>”的一个定义(在 
两种情形中以“我們說”这个短語放在定理的前面是奋宜的；参看 

4 I 

§11)。从敎学的观点看，基本詞項的这种还原可能引起某些反对意 
見；因为詞贫‘<”和“>”在意义上是同样淸楚，而且它們所指的关 
系具有完全类似的性质，因而把其中的一个看作是直接可以理解 
的，而另一个必須借助于第一个来定义，这种做法会显得有些不自 

然。伹是这些反对意見不大使人信服。 ， 

* 

如果現在不顾任何敎学上的考虑，我們决定从墓本詞項的目 
录中消去所說的符号中的一个，使我們的公理具有一神形式，其中 
沒有定义的詞項出現，这一件工作就产生了。^順便提一提，这 
个方法論的公設，实际上它常會被置之不理/特別是在几何中，为 
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_ • _ __ _ _ _ 

a 

增加公理的簡易.性和明显性，常用定义的詞項陈述公理)。这件工作 
沒有任何困难；我們仅仅把公理系統 31 < U 中的每一个这样的公式： 

k 

工 〉 y 

代換以公式： ： K >， •/ * 

据定理3,两公式是等价的。然后容易看出，公理1可以为連通性 
定律，即定理4所代替，因为根据邏輯的 （ sp ， 語句演算的)一般定 
律两者可以互相推出；現在公理3成为公理2的一个单純代換，因 
而可以略去。这样我們得到由以下七个公理齟成的系統： 

公理1 <2> .如果工专: y ， 那么工 < y 或 y < C ^ c 0 

公理2 <2 )•如果工<: y ， 那么： H : 工。 1 , 

公理3气如果工 < y 而丑 : y <> ，娜么 x <2 0 
公理4。). : r + y =： y + x 0 
公理5气 x +0 y + j 2：) = ( j ：+ y )+5：。 

.公理 6(2 \对于任何数 x 和 y ， 有一个敫2,使得工 Ly + z 。 

1 公理 7( 2> . 如果； y < Or ， 那么; rH - y 〈 x +； s 。 

这个公理系統称为系統 W \ 它与前面两个系統沉和邓 1 >的 

任何一个等价。不过，这么說不严格；因为不可能从系統如 2> 的公 

1 

理推演出系統沉或的那些含有符号“>”供語句，除非系統 
St (2) 由于加进这个符号咸定义而扩充。如我們所知，我們可以予这 

个定 义以以 下形式 •_ — ' 

■ • 

定义1 <2) •我們說，工 > y ， 当且仅当， yO 。 

我們也知道，这最后的語句如果不当作定义，而是当作一个 鲁通的 

i - 

定理(在这种情形下，略去开 v 头的短語“我們說”)，那么它能够在系 
統81或沉 < n 的墓础上证明。所討論的三个系統等价这一事实可 
以表示如下： . ( 

• 系統91 (2> 和定义1⑵二起等价于系統 


CK ) 关于所构造的理論的方法論的討論 . 187 ' 

_ i_ _ 

4 

、 Si 和沉 ( 1 > 中的任二个。 

每当此較两个等价的然而至少包含有一部分不同 的葚本 詞項， 

的公理系統时，需要用同样愼重的陈述方式。 

公理系統 81 (2) 由于它的結构簡单而优越性显著，头三个公理. 
是关于 /J、f 关系的，它們一起断定，集合 N 为这个关系排成一定次 

.序;其次 kk 个公理是关于加法的，它們断定，集合 N 对于加法是 

■ • 

一个交換群；末一个公單調定律——最后陈述关系和 

加法运算之間的一种相关性。一类 2 C 称为是亨宁亨孕 • S 守亨亨 

O 的了个亨 f 琴卷―，如果 （ i ) 类 K 为关系 S ―成•一•定次 i ， U ) ' 

类个交換群，而且 （ iii) 运算 o 在类 K 中对 
于关系及是萆調的。按照达个用語我們可以說，数的集合为公理 
系統必 2) 描述为 •. 对于关系和加法运算的一个有序交換群。 
关于竽 年沉⑵ 可以确•立•以下事实 . 

沉 (2) 是一个独立的各理系 k ， 而且所有宅的基本詞 * 

S 

. 項，郑 “N”，“< ”和“ + ”是互相独立的。 

我們略去这个命題的证明。我們只說，为了确立基本詞項的互 
相独立性，人們必須再次应用凭借解釋的证明的方法，不过这个方 
洼在这个情形下要采取更为复杂的形式;篇幅不够，使我們示能深 

i ， 

入討論为了这个目的这个方法所需要作的改变。 ‘ 

4 

§ 58 . 公理系統的进一步化簡;基本 

詞項系統的可能变換 > 

* 

显然可以为任何一个与它等价的語句系 歸所代 

这里荽給出这种系統的一个特別簡單的例子，这个系統可以 

_ ^ 

称为手气它含有吟甚本詞項和纸 < 2 ) 的相同，它只包含五个語 
句： 


\ 
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# _ 

•i 

公理 l (3> . 如果： c =^ y ， 那么或- 

公理2 <3 ).如果 x < Cy } 那•么 y < {: x 0 

公理3( 3 ). x + Cy ^- z ) = Cx + z ^ + y 0 

公理‘4 (3) .对于任何数: c 和: y 有一数 z 使得工 =y+A 

公理5 ⑶. 如果 x + z <^ y + txM 么工 〈 y 或 z < t Q 

我們将证明 

系統31 (2) 与31 (3> 等价。 

证明 • 首先 2 我們注意，孕 — 91 <3) 的所有公理或者包含在考序 
% ，中 ( 例如，⑶与乎亨 2 _合， ^S4 ⑶与今學9相合>， 

祥孕 M 91的 kJffl 上被证明(今_ 1⑶，3⑶和5⑶•分別与亨亨4 ， 9 
和相合)。但是因为公理系 # 統 # 级与21 <2> 等价，如我們 M§57 知道 

的 (亨 >1 <2> 毕竟总是可以加到 孕亨级 (2) 上去)，我們可以推断，孕 
m 所有語句可以在孕平基础上证明。剰下的就 是从幸 

m 9P 的公理推浪出竽乎虻 2 '的那些不在级 <3> 中出現的語句，即+ 
m 3 <2) , 4 <2) , 5⑵和7 •⑵: 这件工作不是那么簡单。 * 

* * 我們从 4 ⑵和5⑵幵始 t 

( I ) 公理够从系統级 (3) 的公理推演 出来。 . 

.. 园为，.給定二 数文和 y， 我們可以应用尹，4 (s> (伹以“工”代其 

* 中的 V ’，以 “ y ” 代其中的“ X ”)，因而，有一使傳 

, * k 

( 1 ) y=jc + z 。 

如果現在在公理3 <3> 中，我們以代 “ y ”， 則得： 

_ 

( 2 ) : r+Cr+2) = Cr+z)+:r。 

1 * 

I 

由于(1)，以上等式商边的“工+2” 可以用 “ y ” 替換，于是我們得到 
公理4 <2> : ' 

尤 +y 士 y +戈。 ’ 

( II ) 公理5 ⑵能够 从系統如 3) 的各理推^出来。 


霣今:—构 •:: vn〆 . “.... 义 ... ，： ：知.:..对 v..:t 々. ; 抝 6. i :.. 娜 a^-sfyjKi,MW.iBi ..i ；•' … _«t. 其 :;. 械 ,W..: 戌 \ 
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. , 

* r 

事实上，据公理3 (3) 我們有（如果以 “ y ” 代換4”， 以“， 代換 

“，)•• - 、 

\ 

工 + (艺+ y ) = Or + y ) + 2; 

据( I )我們已經推演出交換律，由于交換律拜柄可以把这里的 
y ” 代以 “ y +/， 于是我們得到公理5 ⑵： • 

无十 （ y +之）=(工 + y ) + 2： 0 

为便于推演出公理3⑵与7 <2> , 我們将首先表明，前章陈述的 

* 

一些公理和定理如何可以在孕亨 过⑶的 墓础上证明， _ 

( III ) 定理1能够从系統 2 t <;) A 恭理推演出来。 

我們只■注意，§44所給的亨―1的证明汉仅是根据公理2， 
而公理 2 又与孕年91 (3> 的乎理 2 ⑶士合。 

( IV ) 公理6如鉍从系統31 •⑶ 的公理推演 A 来。 

事实上，在鉍5中我們已經知道公理6能够从公理7，8和9 

序手甲来，今® 7 和 8 与今亨 4 ⑵和 5 ⑵相同，因逄据①和( II ), 

mmkmm sf <3> « 公理推•演•出来 。 另一方面， ^ a 9 在罕序 gp 中 
作为公 ▲ i ⑶出現，所以，今亨6是沉 <3) 的公理 k 二个推 k : 

( V ) 定理11能够从系統 # 9 fk 的公理推'演出来， 

徉定理11的第二个证明中，如§49中所給的，只用到7, 
8 和9,因此亨 —11 能够从罕亨驴 3> 的公理推演出来，其•理 ^与 

公理6相同; S ( fv )。 • • 

V • 

( VI ) 定理 I 2 能够从系統31 (3> 的公理推演出来 • 

因为，假定定理12的假設成立：' 

•L • 

工 + y 〈^+ 之； 

我 m 应用今$ 5 <3) ，但以 V ’，“工”和‘ V ’分別替換公理5⑻中的％”， 
“y ”和 V ’。 kk 得出以下公式： 

i 

工<> 或 y<z 
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中的一个必須成立；第一个可能必須被否定，因为它与亨亨1矛 
盾，而我們已經征明定理1可以从推演出来，参看 

( III )。因此，定理12的 結論： # ’ 

* • 

’ y<z 

必須成立。 _ 

( Vll ) 公理3⑵能够从系統沉 <3> 的公理推演出来. 

让 我們假定公理3 ⑵的 假設，即 公式： 

♦ # 


⑴ 

^<y 

与 

s 


C 2) 


如果現在我們有* 



那么，据由(V)巳經推演出来的定理 ii， 推出 

• * 

x == z 0 

于是在 (1) 中“X”可代換以 “Z”, 而这将导致： 

/ 、 心。 

由午公理2 <3) 这个不等式与 (2) 矛盾，因而必須被否定。于是我們 

# « ' 

有： 

* 

(3) 、 ' + 

因为据6 5 y + x 和 y+z 都是数，我們可以根据1⑶从 (3) 

推論出两种情形： • • 

• . . 

(4) : y 十工 O+i 或 y + z < Cy+x 

中的一个必須成立。考虑 (4) 的第 二个 公式，据已經推演出来的公 
理4⑵，我們可以把其中的>+工”代換以 ％+y’; 这样我們得到： 

、 y + z <^ x -¥ y 0 

应用公理5 ⑶于 上式，但以 “y” 代換公理5 <3> 中的和 Y’， 以 “Z” 

• « 
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t 

f ， 

I 

代換其中的 “ y ’。 用这种方法我們得到以下的 推論： 

^ _ 

y<ix ^ z < Cy a 

但是这一个推論必須被 否定， 因为由于公理沪 3) ，它与 （1) 和 (2) 矛 
盾，而 (1) 和 (2) 构成今― 3 <2) 的假設。因此我們回到 ' （4) 的第一个 
公式幷应用由 ( Vl ) J ^ g 出来的定理12,但以“ 〆 ’代換定理12中的 
“ y ”, 以“： y ” 代換其中的“: C ”; 于是得到： 

, X<^Z 

# 

而这就是 f — 3⑵的結論。 . 

( VIII ) ⑵能够从系統 9 P > 的公理推演出来。 

这里的方法与剛才所用的方法相似,伹是更为簡单，我們假定 
公理7⑵的 假設： 

暑 擊 

(1) ^<^0 
如果現在我們有： 

I ^ 

x + y ~ x + z ^ 

那么搪定理11推出 " 

■ • 

■ , 

、 、 y=^ 1 

因此在 a ) 中我們可以用“？代 “ y ’， 而得到一个与定理1相矛盾的 
公式，据 ( in ) 定理 1 已經推演出来。、所以我們必須 # 有\ 

x + y ^ x+Zy r 

* 

据公理 i (3) ，从此推出 

鲁 • 

( 2 ) x+y<Cx^-z ^ x^z<x+y^ 

由于定理12,以上不等式中的第二个 导致： 

• • 

〆 - z < y y 

伹是根据^^12=，上式与我們的假設 （ i ) 矛盾。因之我們必須承 
认不等式 (2) 中的第 一 '个： 

* i 

x + y<x + z 9 - 
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而这就是今 — 7⑵的結論。 * 

用这士*法，我們知道号¥ 2£ ⑵ 的所有語句是罕_ ?1 (3) 的推 
論,反之亦然；因此两个公理$ A Sl <2> 和51 <3》 确实证明'是*等价的。 

无疑的 ， mm 9i <3> 較手 ft st (2> 簡单，因而比亨等议或沉 ( °更簡 
单。比 較孕平 kisi ⑶是 有魎的事;作为連續•还•原的結果，公理 
的数目戚*少*了一大半。另一方面，也应該注意， — 5l (3> 的某些語 
句(即， ^S3 <3) fiJ 5 <3> )此其它系統的公理較不‘ A 和复杂，某些， 
甚至是初等的，定理的证明在这里較之在其它系統的基础上 
也是更为复杂和‘困难。 

如同公理系統一样，基本詞項的系統也可以为任何等价的系 
統所代替，这一点特別适用于 “ N ”， “<”与“ + ”三个詞項的系統， 
这三个詞項在剛剛討論过的那些公理中作为 R 有的墓本詞項而出 

4| 

現。如果在这个系統中我們以符号代替符号“<”，我們得到一 

个等价的系統;因为是用“<”定义的，而竽 - 8吿訴我們，后 

'者又如何可以用前者来定义。可是基本詞項系 # ¥的这样一种变換 

幷无好处;特別是，对于公理的化簡幷无帮助，对于那些对符号“<” 

較之对符号可能更为熟悉的讀者，这种变換甚至可能显得頗 

不自然。在原来的系統中将符号“ + ”代換以“ V 9 可以得到男一个 

\ 

等价的系統;但是这种变換也幷不方便。最后，我們要指出，有其它 

的甚本詞■項系統与所討論的系絲等价，却只包括两个詞項， 

■ . 

§53. 所抅造理論的无矛雇性問題 

現在我們簡单地討論一下，关于上面所考虑的一小部分算术 
的儿个其它的方法論問題；这就是无矛盾性間題和完全性問題(参 

看§41)。因为不論我們的說明涉及的是几个等价的公理系統中的 

二 . 

那一个，都沒有什么关系，我們現在将总是討論系統级。 $ 
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如果我們相信 全部貪 术的无矛盾性(前面曾經作此假¥，在以 
下的討論中还要假定这一点），那么我們必定更要承认以下事实 

建立在系統31之上的数学理論是无矛盾的。 

伹是®給出全部数学的无矛盾性的严格证明，这一試图遇到了根 
本的困难（参看.§41)，而对于 罕亨沉 的这神证明不仅是可能的甚 
至还比較簡单。理由之一就是/ ig 够从公理系統 St 推演出来的定 


理的变化的确是非常少的;例如，在它的基础上不可能回答这样非 
常初等的問題，即是否有任何数存在的問題。这种情形使樽所討論 

b 

的一部分算术不包含一对矛盾定理，这一事实的证明大为容易。不 
过用这里我們使用的工具，大致叙述无矛盾性的证明，甚或尝試着 


使讀者知道它的基本思想，都将是沒 有希望 的事;这需要比較深的 
邏輯知識，而一个重要的初步工作是把所討論的一部分算术改造 
成为一个形式化的演釋理論(参看§40)。还可以补充一点，如果用 
一 个說至少有两个不同的数存在这样的語句扩充导巧议，那么試 
图证明扩充了的公理系統的无矛盾 te 将会遇到困囷难的程度 

就像在全部算术系統的情形下遇到的—样。 

• • .. 

4 

§60. 所构造理論的完全性证明 


与无矛盾間題相比較，手穿沉的完全性間題处理起来喪容 
易得多 h 

有許多完全用邏輯詞項和孕 巧81 的基本詞項陈述的問題，它 
們无酴如何都不容許在这个系士 A 基础上判定。上一节中已經提 

到一个这样的問題。以下語句給出另一个例子，这个語句說，对于 
任何数工，有一个数 y， 使得 

x—y-hy 0 

只在罕穿级的公理的甚础上，旣不可能证明也不可餌否证这个語 


I ^ 

y • - 

4 ' 

> ^ 
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、 

. -~ ■■■-. 1 j 

句。这二点可以从下面的討論看出。我們曾經用符号 “N ”表示所有 
实数构成的集合;也就是說，集合 N 包括整数和分数，有理数和无 
理数。伹是立刻可以看出，如果我們用符号 “N” 表示所有整数(包 
括0在內的正和負的整数)构成的集合，或者所有有理数构成的窠 

I 

合，沒有一个公理,.因而沒有一个从它們推出来的定理，会失去. 

它們的正确性；也就是說，如果“数”这个¥指“整数”或者指“有理 
数”， 所有这些命題会仍然正确。上面提到的語句，也就是，断定对 
于任何給定的歡有另外一个数是它的一半这样一个語句，在第一 
种情形下会是假的；在第二种情形下会是眞的。因此，如果我們在 
杗統沉的基础上得以证明这个語句，我們会在整数算米的范圍內 

• 鬱 

得到一个矛盾；另一方面，知果我們能够否证它，那么我們将发瑰 1 

' 自&在有理数算术的范圍內陷入矛盾。 

V 

这里大致叙述的論证屬于用解釋证明的范疇（参看§37与-‘ 
§56) 5 为了說明这一点，让我們将論证的陈述略加改变。令“I”指所 
有整数的集合， “R” 指所有有理数的集合。現在我們将在算术范圍. 

內給出系統纸的两种解釋，在两种解釋中符号“<”，“> ，，和“ + ” 

• • 

， 不变，而在每个公理中明显地或者隐含地出現的符号 “ N .” 在第一 

种解釋中为“I”所代替，在第二种解釋中为 “R” 所代替(这里我們 

# 

不考虑§43申关于符导 “N” 可能消去所作的說明，因为这会使我- 

們的推理略耷复杂)。导冬31的所有公理垚两种解釋中保持它們 
的正确性;不过，語句: # ' 

〆 

对于 每一+ 数工,有一个数 y， 使得 

■ 

z=yjryj 

只在第1解釋的情形卞被滿足，而在第一种解釋的情形下它的 
否定成立 t 

• 幷非对于每一个数 A 有一个数％使得 

♦ \ •, 


i 
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1 ■ 

* 

x = y + y 0 

在算术无矛盾的假定下，我們从第一种解釋推論出,所討論的語句 
不能在91的基础上征明，而从第二种解釋推論出，它也不能 
被否证。 ' f 

这样我們已經证明存在两个互相矛盾的語句，它們只用邏輯 
詞項和我們所考虑的-学理論的基本詞項 1 来_述，它們具有这种 
性质，即它們两个都不能从这个理論的公理推 &出来 。于是我們有： 

建立在系統沉 之 上的数 学理論是不完 全的， 

* 1 

# 

/ 

4 L 

练习 

1 . 让我們約定公式： 

. • . 

■x©y f 

作如下的解釋： 、 、 

x+l<y，_ 

現在請将§的的孕平沉 《2> 的公理中的符号“<”全部替以“©”，試判 
定那一个公理保*持¥的正确性那一个公理不保持，因而推論出$ 
— 1 (2> 不能够从其佘的公理推演出来。这里所用的推論方法的 S 

士是什么？ 

* 

2•依照§56大致叙述的公理 S (n 的独立性证明的綫索， 证明： 
公理2⑵不能从手序 级⑵的 其佘公理推演出来。 ( 

3. 令符号0,1和2三个数組成的集合。在迭个集合的 
元素之間我們定义一个关系土，規定它只在以下三种情形下 成立： 

s 

’ 0 之1，1^2，2之0。 

此外，我們用以下公式定义一个在集合沒的元素之上的运算+: 

04-0=1+2=2+1 = 0, 


I 


V 


% 
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、 04-1 = 1+0 = 24-2=1, 

0+2=1牟1 = 2+0 = 2。 

現在在罕平祀 2> 的公遒中，以“ $ ”，“之”和 “4” 分別替換这个系統 
'的基本(幷以表达式 “0，1和2三个数中的一个” 替換“ 数”这 

一个詞)；证明 •• 經过这神变換，公理 *3 (2) 不能从其佘的公理推演出 

• • 

来 。 

4. 为了用借解箨证明的方法表明•.今 —4 <2> 不能从罕$ 8[ <2> 的 

其佘公理推演出来，只要在所有的公理加号換为第章第. 

« 

3題中提到的四种运算中的某一个的符号。必須用到的是那一种 
运算？ • 

5•考虑适合以下公式： • 

■ & 

- 〆 

的运算 ㊉ 。利用这个运算 证明: 今 — 5 ⑵不能从孕平士》的其它公 
理演繹出来。 . • • 

6. 构造这样一个数的集合，它与关系<和运算+—起，虽不滿 
足今亨 6 <2> ，但*构成手 f 沉 <2> 的其佘公理的一个模型。因此，关于 
今 • ；⑵的可辑演性得出什么結論？ 

• 为了征明公理7 (2> 不是系統21 (2> 的其它公理的一个推論，我 

• -• • • 

們 可以卽 此进行••在所有的公理中，把这个系統的两个基本詞項替 
換以第3題中引进的相应的符号，而让第三个基本詞項不变。試判 
定那一个詞項应該保留不变。 - 

8 . 第 I — 7 題中所得的結 果表明 ，'沒有一个导統祀 2 、的公理能 
够从这个系統的其余公理推浪出来。疳§55的公 kk 統 "和 §58 

4 

钿91 <3> 作出类似的独立性证明(部分使用上題中所用的解釋)。 

9. 在公理系統册 2> 的墓础上, 证明： 对于加法运算是一个交換 
群的任何数的集合同时是对于小于关系和加法运算的一个有序交 
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■ 

- 聲 - : -:— 

換群。給由这种数的集合的一些 例子。 

10. 在第 VIII 章的第 5 題中給出了儿个数的集合，它們对于 
乘法构成交換群。这些集合中的那一些对于小于关系和乘法运算 
是有序交換群，那些不是？ 

11 . 用第 10 題中得到的結果，作出今 — 7 <2) 对于手穿 91 (2> 的其 

佘公理的独立性的新证明（参看练习7 )_。 • • • 

*12. 在公理系統21 (2> 的基础上征明下列 定理： 

* 

如果至少有两个不同的数，那么对于隹何数 工， 有一个数 y ， 使 

得工 < y 。 

作为这个結果的推广，证明下列一般的群^定理 •. 

^ 如果类 K 对于关系及和运算 O 是一个有序 交換群 ，又如 

果 K 至少有两个元•素，那么，对于 K 的任何元素 X ， 有尺的 
一 个元素 y， 使得工 

利用这个定理 BE 明：沒有一个是有序交換群的类能够蜊好由 
两个，或者三个，等等芫素所組成。它能够剛好包含一个元素嗎? 

l * 

(参看第 VIII 章的第 8 題。） • 

*13. 证明今亨1 <2, -3 (2) 的系統 (: 参看§ 57) 等价于由1⑴ 

和以下語句所贏▲的系統： * 、 

► * 

' 如果工 y ， yO ， z 〈 t ， 尤0 而卫 《< v ， 那么 v ^： x a * 

.确立下.列关系理論的一般定律作为以上結果的 推广： 

类尺为关系及排成一个次序，必須 JL 只須，及在 X 中是 
連通的，而且滿足下列 条件： ^ 

如果； r，y, z， “ M 和 r 是尺的任何元素，而且如果工及％ 
yRz ， zRt，t Ru # J： uRv y 那么不是 vRx 0 

n 4 •用§你， § 55 和 § 5 8 的討論，证明 J 5 (下三个語句系統 等价: 

r 

( a ) §47的公理 6— 9的系統。 
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* , 

--^- - - -- --- . 一〜 ■ 一 

• ^ 

(b) §57的公理 4 <2) — 6 <2) 的系統。 

- (c) §58的今#3 (3) 和4( 3> 的系統。 

,推广这个結簡明陈述以下表达式的新定义：’ 

' .类 K 对于运算0是一个交換群， 

而且使它和§47所給的定义等价，伹是較为簡单。 

*15. 考虑由以下五个公理組成的系統 St (4) s 、 

* • 

公理 1( 4> . 如果工今 y ， 那么: y 或 y <^ x 0 

公理2气如果 x < Cy , z < J y ZO ， 而且，那么 v ^. x 0 

公理 d( 4> . x + (y + z) = (x+z)+y 0 . 

t « 

公理 4 <4> •对于任何敫: r 和 y， 有一个敫 z， 使得 x ^= y + z 0 

• I 

公理 5 (4> . 如果 y 〈之 ，郝么 x + y < Cx + z 0 

用第 1 3 題和第仏題的結果证明 •• mm 2t (4> 等价于 mm si (2> 
和 st (3) 中的每一个。 • • • • 

16•在§58中曾經断定 “ N ”，“< ”和 “ + ” 芩个基本詞項的系統 
等价于詞項 “ N ”，“ S ” 和“ + ”的 系統； 对于这个断定实在应該朴充 
—点：这些系統对于某一个語句系統，例如，对于§58 
和§46的亨+1，是等价的。討論:何以这一点补充是不可 kb 。 一 
般而論， bk 建立两个詞項的系統等价时（在§39的意义上)，何 
以必須提割一个特殊的語句系統？ 

•17. 考虑由以下七个語句組成的孕平91 <5> ： 

. 公理1气对于任何数工和 y ， 我 A ‘ 工笤 y 或: V ^ r 。. 

\ _ 

公理 2 (5> . >果而且 yg ： c ， 那么工 = y 。 ， 

公理3气如果 x ^ y 而且那么 x ^ z 0 

公迤4 <5> _尤 + y=;y 十工。 ' 

公理 5 (8) . x + Cy ~^ z ) = Or+y) + 2。 

公理 6 气 对于任何数： r 和 y ， 有一个数 z ， 使得 
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I 

公理7 气 如果 ySA 那么 x + y ^ x + z 0 
征明：如果将§46的1加到公理系統 2 P ' (参見 §57) 中 
去，将§46的定理8作为 if ‘ “<*” 的定义加到公理系統21 ⑸ 中去， 
那么两个系統为等价的語句系統。为什么我們不可以簡单地說，‘ 

t 

f 亨9{⑵和 8 P ) 等价？ . 

• • 18.依 照鉍 0的論证的綫索证明 •.在 21的基础上，以下語 

句旣不能证明也不能否证： ^ # 

• \ 

如果$<>，那么有一个敫 y， 对于这个 y , x < y 而且 yO。 

*19. 在系統21的基础上 证明： 下列語句旣不能证明也不能否 

证： • • 

对于任何数4有一个数: y ， 使得工<1 * - 

*20. 在本章中，为了建立一个公理系統的独立性或不完全性， 

我們曾經使用凭借解釋以证明的方法。在討論公理系統的无矛盾 

p * a _ 

性时也使用词样的方法。事实上，我們有以下方法論的定律供我們 

** 

使用，这个定律是浪繹&定律的一个推論： . 

知果演 嬅的®論® 在演緙的理論 s 中有一个解釋，幷且理論 
3：是无矛盾的,那么理論 ©也 是无矛盾的。 

证明这个命題是正确的。在§38中关于算术和#何的可能解 

釋曾經作了一些說明；应用剛才所給的定律,从这些說明引申出关 

b ** 

、于算术和几何的无矛盾性，以反它們与邏輯的无矛盾性的关系的 
一 些結論 I ^ 


‘ w^r^afontt !x<^ir^twh 



200 


第二部分邏輯和方法論在构造数学理論中的应用 

4 

/ ^ 


( X )所构造的理論的扩充。实数算术的基础 

/ 

§ S 1. 实数算术的第一个公理系統 

% 

• 〆 

公理系統 St 作为全部实数算术的墓础是不够的，因为——如 
我們在 §60 中見到的——这个学科的許多定理不能从这个系統的 
公理棒出来，而且 也为了 另一个重荽性不下于前面所說的，恰好 
又十 V 分类似的理由 ••能 够找到一些屬于算术領域的槪念，它們不能 
用手巧 si 中出現的基本詞項来定义。例如 5 不能使我們定 

义符号或除法符号，甚至像< 1 ”，“ 2，，等 “ k 样一些符等。 

为了得到构造全部实觳算术的一个充分甚砷，我們的公理和 
基本詞項的系統必須如何改变和朴充，这一問題立即提出来了_ 
这个問題可以用种神方法解决。这里将大致叙述两神不同的解决 
方法。① 

在第一种方法的情’形下，我們选 擇手巧 81 <3> (参鬼§ 58 )作为我 
們的起点;在这个系統中出現的基本詞 i 么外，我們加上“+”这一 
个字，像通常一样，这个字将为符号“1”所代替，系統的公为 
四个新的語句所补充。用这种方法得到一个新的^統此，它包括 
四个甚本詞項 “N ”，“<”， “ + ”和 T 而且由九个 # 公1里所組成，这 
九个公理我們将明 a 地列举如下： • 

公琿 !/• 如果 x =^=; y ， 輝么工<3或 y < Cz 0 

* 

4 

申 

①全部实数算术的第一个公理系統是希尔伯特在1900年发表的；这个考統和 
我們下面将要熟悉的系統有关。在1900年以前，人們已經知道一砦較不丰^的算 
术部分的公理系統；这祥的第一个系統是关于自然数算术的系統，它是貝安諾（参看 
第115—116頁注①）在 188 9 年給出的。算术和它的不同部分的几个焱理系統 —— 持 
別是复嶔算术的第一个公理系統 ^ 一是亨丁頓(参看第135頁注①)发表的。 
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__ : _ __ : I _ _ — M — 

^ 、 

公理 2'. 如果 : r < Ty ， 那么 y ^ x 0 

公理3\如果: rO , 那么有一个数 y ， 使得 x < Cy 而且 y < Cz Q 
公理驮如 果尺和 L 是任何数的集合（即， ICCN 而卫 
N ))， 电們滿足条£牛 ： 

对于屬于 K 為任何 x 和屬于 L 的任何 y， 我們有 ：如果 r<y，' 
那么有一个数 A 对于这个％下面的条件成立 •. 

如果: r 是 K 的任一元素，而^是I的任一元素，又如果工今 

〆 

z 而卫; y 今之，那么工而卫, ' 

公理5’•： r + (;y + z) = Or + z) + 

公理对于任何数 r 和 y ， 有一个数5：，使得 + 

公理 7'. 如果 x+5： 〈: y+f, 那么 x<C;y 或 z 〈 t 。 

• ■ 

' 公理 1^ N 0 

•* k - 

公理 9’. 1<1 + 1。 、 

■〆 

§ G 2. 第一个公理系統的进一步描述，它的 

■ 

方法論上的优点和敎学上的缺点 

前节列举的公理分为'三类 ^ 第一类包释公理1'_ 4 卩在这一类 
中只有 “ N ” 和“<”两个甚本詞項 出現; 公理7 ; 屬于第二类，在 

I 

这一类中我們有加添的符号“ + ”;最后，第三类包括公瑪 V 和 

螓 i 

新的符号 “； L ” 在其中出現。 3 

在第一类公理中有两个我們以前沒有遇到过，即和 

今學 3 ’ 称为小于关系的穿亨窄亨亨——它表明个 f 在所有 

的集合中是稠密的。•二們說，关系 r^%k 

的，如果对于这一类的任何二个元素，公 式：' . 

• * 

xRy 

总是藕函存在类 K 的一个元素％对于这个 — 
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xRz 而且 zRy 

成立。今〒 4 '称为小于关系的幸亨专亨亨或者亨學字今―，又或， 

— 德鑑舍理 (Dedekind’s axiom) ® 5为了一般地陈述，在什么条件 

十，•关•系称为宇, K 专孕亭零亨，只須在今手 4 ,中以 “ K ” 代替 

“N” (以及与此相•联•系，士 k kV 元素，，这一•表•达式代替“数”这一 
个詞)，幷以“沢”代替“<”。如果类尺为关系及排成一定序列，又 

如 果及在 K 中是稠密的或連績的，那么 2C 分別称为甲亨乎乎亨 

次序或連續地排成次序， • ♦ • • • 

• « ••••«•« 

’公理 4 '直觉上不如其佘公理明显，而且孕比較复杂；原因就 
在于电所涉及的不是个別的数，而是数的集合，因而和其它的公理 
不同。为了給这个公理一个此較簡单而且比較易于了解的形式，令 
下列定义在公理的前面，这样做是方便的： 

我們說，数的集合 K 先于数的集合 L， 当且仅当， K 的每一、个 
数小于 L 的每一个数。 

我們/說，数 z 分隔数的集合 K 和数的集合 L， 当且仅当，对于 
不同于 z 的任何两个元素， K 中的: t 和 L 中的我們有 ： 

: rO 而且5：<少。 

在这两个定义的基础上我們能够簡单地陈述連績性公理如 

T： 

. * 

如果一个\数的集合先于另一个数的集合，那么至少有一个数 
分隔这两个集合。- 

我們从前面的討論巳經熟悉了第二类所有的公理。第三类公 
理虽然是新的，但是具有如此簡单和明显的內容，以致几乎不需荽 
任何的解釋 a 或者我們仅作这样的說明，如果公理 Y 的前面有符 

I 

% 

■ • 

①这个公理是德国数学家戴德鑑 ( R . Dedekind , 1831—1916) 創立的，不过他表 
示得稍为复杂一些。他的硏究对于算术的碁础，特別是元理数理論的基础,有巨犬貢献1 
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号 “ 0 ”的定义和表达式‘‘正数”的定义，那么公理 Y 可以为公式： 

0<1 

或者为語 句：、 \ 

1是一个正数， 

所代替。 ' 

' 公理 l /，2 f ，5 W 和正好构成我們所說的 2 t <3> ， 系統 
沉 ⑶——就 像等价的手亨 9 P —样——輿所有的数•构•成的集合刻 
划为一个有序交換群看§57)。考虑新加的公理和 V 的 
內容，現在我們可以描写整个系統如下： 

' 系統 ST 表明，所有的数'的集合对于<关系和加法运算是一个 
稠密地和速績地有序交換群，而且电在这个集合中挑 A —个正的 
元素1来。 

从务法論的观点看来 5 mmw 有一些优点。就形式而論,在所 
有已經知道的构成全部算术 4 的充足基础的公理系統中，它是最簡 
单的一个。除公理1以外——公理1可以从其余的公理推演出来， 
虽則幷不十分容易一?，这个系統的所有其它公理以及在这些公 
理中出現的基本詞項*互相 a 立的。另一方面 ， mm w 的敎学价 
値是較小的，因为葚础的簡单使得进一步的构造'相*当复杂，甚至乘 
法的定义,和有关这个运算的+本定律的推演都不易于作出，几乎 
从一开始，論证就必須使用連^性公理（例‘，沒有这个公理的帮 
助，在的甚础上就不可能证明数+的存在，也就是，使得 

A 数 y 的存在)，幷且初学者通常会发現根据这个公理所 
作的推論是頗为困难 * 

y * 擎 * ♦ 

广 ■ 

■ 

§63. 实数#术的第二个公理系統 

因 为上面提到的理由， 値得去 荨找一个不同的公理系統，在这 



204 第二部分邏輯和方法論在构造数学理論中的应用 

个公理系統之上构造算术。一个这样的系統可以用以下方法得到。 
我們用乳 (2> 作为我們的出发点。我們将采用三个新的基本詞 
項： “零 =， # “一 ”和“ 积”； 像通常—样，头顼个将用符号 “0” 和 “1” 来 
代替，同时表达式“数（或因子）： r 和 y 的积”(或“: r 乘 y 的結果”） 
将用习用的符号来代替。此外，将加进十三个新的 公理; 在这 

^_i 

/ 

些新公理中 3 有两个是我們已經知道的，即連镦性公理和加法的可 
行性定律。这样，最后我們得到__91"，91〃包含六个甚本詞項 
“N ”，“<”，“ + ”， “()”，“• ”和 “l”，_ffi^ 且由以下二十个語句所組成： 
公理 1〃. 如桌文今以，那么 或 yO» 、 

公理 2". 如果工<>，那么; y 彳工。 

公理 3". 如果 2< y 而且 y<>， 那么工<之。 

\r 

公理 4". 加果尺和 L 是任何滿足以下条件的数的 集合： 

对 于属于 K 的任何工和屬于 L 的任何 y， 我 們有： 如果 ^<y s 
那么有一个敫2：，对于这个下到条件 成立： 

如果工是 K 的任了元素而 y 是 L 的任一元素，又如果 
谛卫3!~之，那么工<> 而且 2：<y。 

. 

i 

公理 5 ".对于任何数; y 和2有 一 个数工使得 x=y + ；s (換句 
話說:如果 y^N 而 J_ KN， 那么 y + KN), ■ 

公理 6". 尤 + y=^+ 工。 

公理 7". : r + (y + z) = Or + y) + jc 。 

公理 8". .对于任 何敫工 和 y， 有一 个数％ 使得 
公理 9". 加果 yO , 那么 x -\- y < Cx + z 9 
公理 10". CKN。 . * 

〆 

公理 11〃. x + 0=o:。 

公理 12". 对于任何故 y 和2：，有一 •个敦 工，使.得 o:=yj2： (換句 
話說：如果; y6N 而且饫 N, 那么 ydN)。 



CX ) 所构造的理論的扩充 ， 实数算术的基础 205 

- . — . t-.» .. ■■■■■■■■■■■ — 

公理 13"* x ^ y ^= y ^ x ^ ‘ 

n 

公理 14"* x .( y 2：) = 0 i :.; y )，2：。 

公理 15〃. 对于任何数: r 和 y ， 如果： y #0， 那么有一个数 A 使 
% x ^= y ^ z 0 

公理 16". 如果 0 O 而且； y <>， 那么: r •: y<rn 
公理 17 ". x^(y + z )^= Or •: y ) + (： r * z )。 

嚤 

公理 18〃. l ^ N b 
, 公理 19〃.、 x * l =； r 。 

i 

公理 20〃. 0^ fl o 

§64. 第二个公理系統的进一步描述> 

域的槪念和有序域的槪念 

H 4 

‘ 在孕聲 91" 中，像在 孕亨跎 中一样，可以区分三类公理。今— 

1"—4" kk 第一类公理， • ▲ 其中我們只有两个墓本詞項 m 
“<”；第二类公理由 5"— 11〃 所构成，它包含另外两个 符号： 
加号“ + ”和符导“ CT : ; k 后，第三类由^ 12"—20" 所构成，它 
主要包含乘号“ • ”和符号“ 1 ”。 V 

除 10" 和 11〃 以外，头两类的所有公理是我們已經知道 
的。今亨•1〉'和 11" 一起說，0悬加法运算的一个(右)单位元素。一 

般地 •， '二个元素《称为是运算 o 苧竽 K 宁哼了个专哼字苧苓 乎亨 

方素，如果厲于尺，而且如果 f d 每一 # 个 # 元 ^別 公 k # : 

• • 

t * 工或 wO*r=x a 

如杲《旣是一个右的又是一个左的单位元氣那么它簡单地称为 

* 亨亨 O 苧学 if 宁吁了亇乎竽竽亨；显然，在一个交換运算 0 的懷 

MT , 每 •一 •个右就是一个单位元素。 

第三类的头三个/公理，即公理 1 S ；"— 14"，是乘法的可行悻定 

• • •帶 •暑 
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#、字筚#乎笮今#;它們恰好对应于竽亨 5 " — 7 "。公理 is " 和 ie " 
A 为•乘•法 - 的»»亨警和对于小于奚歲的乘 法乎— 竽亨。这些 

公理对应+*螽4定律和单調定律，伹不是•十•分’准•确的。差 
別在于这一事实，即它們的假設包含限制的条件： “y 今0” 和 “0< 

工”；因此，尽管它們的名字如此，它們幷不容許我們簡单地断定，乘 

法是可反的或者它对于<关系是单調的(在§47和§49的意义上)。 

1 

公理 17" 建立加法和乘法之間的一个墓本联系；它是所謂的 

乘法对于加法的亏亨夸(或者严格地說 ，亨 兮¥,)。 一 般地說，运 

算 P 称)为夸学/宁$^_亨0孕亨亏«亨»¥巧，如杲类 K 

的任何三岑;^素 x: y •和 • /分•別滿•足•公•式•： .. 

4 ♦ 

xPCyOz) = (jtPy)OOcPz) 

或 QcOy) Pz= CxPz)0 (y P 么)。 

• • 

如果运算尸是交換的，右分配和左分配两个漑念相合，我們簡单地 

說，_ 亨 尸夺_ K f 亨于亨 

最后三V 矣理* “竽矗 1 * 的 '。 # ^3@lV 和 19" 一 起說，1是乘 
法运算的一个右单位元素。今^ 20’， 土內 容不需要任何說明；这 
个公理在算术的构造中所起用荽比梟初設想的大，因为沒有 


它的帮助，不可能证明所有的数构成的集合是无穷的。 

为了簡单地描述在令— 5"— 8"， 12"—15" 和 17" 中归之于加 
法和乘法的全部性质，我>5說，这些公理#集合 N 刻划为对于加法 




• • 


和乘法运算的一个域（或者比較精确地說，一个交.換域）。又如果 




• • 


考虑次序公理 1〃 一 3" 和单調公理 9" 和 16"， 集合 N 被刻划为对 




宁<琴手孕乎夸手亭，手夸宇亨 p 了个有序域。讀者会很容易地 

―測 i 来念 1 *和 11 有 | 序槪 41 念>|{何^^广*到任意的类，运算和 
关系上去。——^后，如果考虑連續性公理 4" 和关于数0与1的 


公理，即公理10"，11"， 18" —20"，那么整个公理系統 8C" 的內容可 
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以描述如下 t 

睿 

,、 系統级 〃表明， 所有数的集合是对于<关系及加法和乘法二个 
运算的一个連續地有序域，系統洱还在这个集合中挑&两个不同 
.的元素0和1来，其中0是加法的单位元素，而1是乘法的单位元 
素。 

華 — 

4 

§65. 两个公理系統的等价;第二个_統的 
" 方法論上的缺点和敎学上的优点 

公理系統妒和21〃是等价的（或者不如說，第一个系統一經 
增如符号“ 0 ” fe 定义 和乘号“ • ，，的定义——这两者可以利用它的 
墓本詞項陈述出来——，两个系統就成为等价的)。不过，这个等价 
性的证明不容易。誠然从第二个系統的公理推演出第一个系統的 

公渾不是特別面难；但是一涉及相反方向的工作，从我們早先的 

.(• * 

I* » 

說明已經得出，在第一个系統的基础上 ，定义 乘法和证明支配这个 
运算的墓本定聲（它 m 在第二个系統中作为公理出現）都相当困 
难。 

b 

Mmw 在方法麄方面大大胜过91〃。在级"中公理的数 

目是 ir 中的两倍多。这些公理不是独立的；例如，公理 5〃 和 
12"，即加法和乘法的可行性定律，可以从其余公理推演或 

者,如果保留这两个公理，其它的一些公理，如公理6"， 11" 和14"， 
可以消去。基本詞項也不是独立的，因为其许的*^个，即“<：”， “ 0 ” 
和“ 1 ' 可以用其它的来定义(*在§53中已經陈述了符号 “ 0 ”， 
的一个可能的定 X *),因之公理的数目可以更加戚少。 

所以/我們知道系統，容許各种各样重要的化簡；伹是作为 

• * 

这些化 M 的結桌，这个系統在敎学上的优点会大大地减少。而这些 

优点确实是很大的 D 在系統 21" 的蠢础上，可以毫无困难地发展•实 

• • 
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数算术的最重要的部分，——如像数之間的 S 本关系的理論 ，加、 
戚、乘、除四神初等算术运算的理論，綫性方程式，不等式和函数的 
理論。这$荽用的推論方法是十分自然和非常初等的;特別是在这 
个阶段_績性公理完全不参加进来，只是当我們过渡到乘方、开 

方，取对数这些“髙等”算米运算时，.它才起重要的作用，而它財于 

■ 、 

无理数存在的证明則是不可少的。我們不知道有資它的公理和甚 

P 

本詞項的系統，为实数算术的一个初等的，同时是严格地演繹結 

构，提供一个更便利的.甚 础。 ** 

\ 

练 习 1 

1. 证明：所有正数的集合，关系<'，乘法运算和数2构成— 
祀的一个模型，因此，这个系統在算术中至少有两个不同如解*釋1 
2•第 V 章第6題列举的关系中哪些是稠密的？ 

*3 •我們如何表示——用关系演算的符号^—关系及（在全类 
¥) 是稠密的？我們如何用关系演算中的一个等式表示关系及旣 
是傳38的又是稠密的？（参看第 V 章练习第17題 

4•以下一些数的集合中哪些$关系 < 稠密地姅成 次序： 

( a ) 所有自然数的集合， " - 

Cb ) 所有整数的集合， 

( c ) 所 f 有理数的集合； | 

( d ) 所;^正数的集余， 

( e ) 所有不等于0的数的集合？ 

*5. 为了窍孕， 31' 的基础上证明数+的存在，也就是，使得 

Z + Z=l 

的数％的存在，我們可以如下进行。令 K 是所有滿足 

X + X<^1 
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的数: T 的集合，同样地令 L 是所有滿足 

l 〈 y+y 

_ 

4 

的数 y 的集合。我們首先证明，集合 K 先于集合 L。 現在应用連績 
性公理，我們得到分隔集合尺和 L 的一个数\其次可》证明数2 
旣不能屬于 K (否則在 K 中就有一个数工大于幻也不能屬于 L 
从此我們能够推論 z 是所求的数,換句話說， . 

' Z+Z~l v 

• I 

成立。詳細作出上面大致叙述的证明。 

*6. 推广上題的方拉，在系統犯的基础上证明以下定理 T: 

_ • 

T . 对于任何数工，有一个数 : y ， •使得 


比較用这种方法得到的結果和§60的說明^ 

•用上題中的定理 T 代替孕 f 纸'中的今平 3 '。证明这样得 
到的語句系統等价于手穿沉'。… 

-提示:为了从改变 V ® 系統推演令3手 3 ，，在 T 中以代換 
“工” r 由于公理的假設，能够容易明，数: V 滿足这个公理的 
結論。 - 

*8. 用借解釋证明的方法证明：在去掉今亨1以后，手$ ST 成 
为互相独立的公理的一个 系統。 

*9. 推广第 VIII 章练习第2題，給出公理系铳 9 F 和 §1" 的一 

r 


个几何解釋。 

* 

• io . 用邏輯符号写出系故？ T 和沉〃的所有公理。 

. 争 • 


11. 戚法运算和除法运算以及在第 VIII 章练习第3題中提到 


的一些运算在所有的数构成的集合中有沒有右的或左的单位元 

t | 

素,或者簡单地說，单位 元素？ 点集的加珠运算和乘法运算在所有 # 


点-的类中看沒有单位元素？ • 

*12 .证 明： 在一个类中交換的任何运算在这个类中至多有一 
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、个单位元素。又，推广第 VIII 章练习第24題中得到的結果，证明 
以下群論定理 •. ~ 

加杲类 K 是对于运算 O 的一个交換群，那么运算 O 在类 K 中 
恰恰 有一个单位元素。 

13•考虑加、减、乘、除和乘方五种算术运算。簡明陈述这样一 

〆 

p 

些語句，它們断定这些运算中的一个对于其它的运算是右分配的 

和左分配的(一共有40个这样的語句），幷且判定其中哪些是眞的。 

« * 

14•就第 VIII 章练习第3題中引进的 A ， B，G 和 L 四神运 
算，解和上題栩同的問題。又，证明： 在某工 个数的集合中可行的 
每一个运算，在这个集合中对于运算 A 和 B 是右分配的和左分配 
Wo v • 、 

15. 类的加法对于乘法是分配的嗎？反过来，类的乘法对于加 
法呢？（参看第 IV 章练习第15題。 ） 1 

16. 第4題中列奉的那些数的集合对于加法和乘法是域嗎，或 
者对于这些运算和关系<是有序域嗎？ 

17•证明 ：由数 0和1紙成的集合，对子第 VIII 章练习第6題 
中定义的运算 ㊉ 和乘法是一个域。 

， \ 導 

18. 找出在数0,1和2上的这样两种运算，使得这三个数組成 
的集合对于这两种运算构成一个域 d 

19, 如何利用乘法定义符号“ 1 ”？ 

, 20,以下定理可以从竽巧沉"的公理推演出来： • 

' 知臬工，那么有一个数 y ， 使得子 
假設这个定理已經证明，利用它从手平乳"的公理推浪下列 定理： 

当且仅当，工幷且凊一个数 A 使得 T + = 

. 芦个定理是否 表明， § 65 中关.于予，，的基•本詞項的数目 
，可能戚少所作的說明正确无誤？ * ^ 


(: X ) 所构造的理論的扩充。实数算术的基础 511 


•在 手聲？ r 的墓础上征明第6題的字亨 t 。 比較这个证 
明和第6題士奚于系統沉，所提示的证明， M 冬证明中的哪一个 


比較困难和需要較多的邏輯槪念的知識？ 

t 

提示•.为了从系統 81" 推演定理 T ， 应用公理15"，但以“1 + 1” 




« 


暑 • 


和 “ y ” 分別代換 “ y ” 和％”（不过，首先必須证明 1十1 不同于 0); 如 


是得到一个数 y ， 利用亨—13〃，17〃 和19〃能够证明它滿足竽 — 
T ■中所給的公式。 ^ • 

*22. 从手$ 91" 的公理推演孕亨 81' 的所有公理。 

提示 v At 推演冉公理 3 '，士 jk 假定第6題的字手 t 已經在 
孕〃的基础上 0 E 明（参看前一练习)；由此用与題中相同 

A 士法进行。 
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在本书結束的时侯，我們想向讀者推荐一些著作，它們对加深 

与扩大本书所要求的知識是会有帮助的。1在下面所列举的著作 

, * 

中，虽然沒有一本是系統地全面地討論了所有本书所談到的_， 

* 

伹是，事实上，目前敎科书关于本书硏究的这个領域所提供的文 
献，还是相当貧乏的，我們很难举出許多旣明白易懂又具备应有的 
^严格性的书。 … * 

t 

亨丁頓著：«代数的基本命題» (The Fundamental Proposi ¬ 
tions of Algebra ), ：[• W . 楊所編 《有 关初級的現代数学問題的論 
文集 K 1911, 紐約)中的第四本。 

我們向对于本书最后两章所談問題有兴趣的讀者推荐这宇 
书。讀者将会发現，在这本书中，关于实数与复数算术公理基础的 

_方法論硏究的成果有一簡要、准确与淸楚的陈述。、 

* 

路易 士著： 《符号邏輯硏究 》 （A Survey of Symbolic Log ^)， 
'巴克萊 1918 年（已絕版 ) a • , 

这本书中关于系統的部分，虽已有些过时，但是，关于历史的 
部分 ; 却是値得极力地推荐。因为，这本书对于現代邏輯的发展提 

* r 

供了許多重要的与有系統的知識。 

♦ 

路易士与兰福德（匕 H . Langford ) 合著: 《符号邏輯》 ( Sym ¬ 
bolic Lpgic )， 紐約 1932年。 

b 

这本书包含了关于符号邏輯与演繹科学方法論方面非常有意 

■ ■ 

X 与重荽的材料，特別是語句演算与它的方法論的材料。然而,它 

I 

不能作为邏輯与方法論的系統敎科书，因为，关于邏輯与方法論的 
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許多重要間題，它都沒有涉及。路易士敎授在《符号邏輯硏究》那 
本书中所提出的有价値的历史材料，沒有包含在这本书中。 

罗素著：《数理暂学导論 》 （Introduction to Mathematical Phi - 
losophy )， 倫敦 1921 年 （ 2 版）。 

这本书对于現代邏輯的那些最重荽的槪念給予了淸楚与易懂 
的說明，特別是关于那些征明数学是邏輯的一部分必須应用的槪 
念。尤其是，在我們这本书中沒有討論或只是粗淺地涉及的問題， 
如类型連論或有关无穷公理与选擇公理的問題，在罗素这本书中 
都加以討論。这本书可以作为硏究下面要提到的《数学原理》的准 
备讀物 。 - / 

楊 CJ . W .' Yornig ) 著： 《关于代数与几何基本槪念讲义》 ( Lee - 
tures on Fundamental Concepts of Algebra and Geometry )， 紐 

約， 1911 年。 , 

车这本內容非常丰富的小书中，讀者将今看到 許多® 于数学 
方法論領域的討論与例证此外，讀者还可^从这本书中学习到 
一些关于一般集合論的墓本槪念。 * 

4 

4 

烏德格 G . H . Woodgfer ) 著: 《 理論构造的璋术 》 (The Tech - 

鬌 

nique of Theory Construction), 芝加哥， 1939 年，統一科学的国 
际百科全书，第2卷，第5 号。 

这篇短的論文，逋过^个具体例子，¥使讀者熟悉如何构造 一 , 

个形式化 的演繹 理論的技木。这本书也包含了关于一般的方法論 ' 

問題的討論与关于应用演繹方法到經磕科学的可能性与有效性的 
討論。我們极力地推_这本书，挣別是推荐給那些对最后一个間 

b 

題有兴趣_者。 

I 

下面两本书龙前面那些书要覌深得移： 

卡尔納 普著： 《語言的邏輯語法》 (The Logical Syntax of ‘ 




_ 
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Language ) ,紐約与偷敦,1937年^ 

这本书是重要的，但却是不容易讀的。它的內容相当于我們 


在§42中所談到的演繹科学方法論。这本书的重点，放在演繹科 

学方法論的硏究成果方面，还不如放在槪念工具的推演方面多。_ 

* 

这本书在系統与推演部分的处理上是頗为簡赂的，这荽求讀者在 
抽象的演棒的思考方面有相当大的能力，来塡补书中的缺略，在有 
些地方，甚至来改正作者的論证。这本书特別値得推荐給那些对 
于方法論的硏究的哲学意义有兴趣的讀者^在这本书的整个篇幅 

c d I • ， 

中，讀者将余看到許多有关上述問題的討論,尤其是在这本书的最 

* 

后部分，还会看到对上述間題的系統意見。 


怀特海与罗秦著：《数学廐 理》， 共3卷，劍桥1925年和1927 


年，第2版。 


这本书曾經多次在我們@书中被引用过。这本书无疑地是現 
代邏輯的最有代表性的著作。同时，就它所产生的影响而論，它給 
邏輯 硏究的发展划出了一个新的时代。作者的目的，是要构造一 
个羌全的邏輯系統，这个邏系統将給数学墓础提供一个充分的 
根据。这本书彻 p 地全面地完成了这个任务（虽然不是在每个細 

春 

节上都合乎今天方法論的最严格的要求)。对于 多鲮人 ，学习这本 
用很多符号語言写成的书，将会是不容易的，但是，对于任何一个 
人,如果他想获得关于現代邏輯所用的槪念工具的透彻知識，这本 
书却是不可多的。 f 

. 从外网文献中，我們推荐下面这^书，在英文中，与它們严格 


相当的著作，还是找不 到的： 

■ 


卡永納 普著; 《邏輯斯蒂綱要 KAbriss der Logistik )， 維也納， 

^ * 

1929/^《科学世界观論文 》 (Schriften zur Wissenschaftlichen 
Weltauffassung ) 卷2 0 
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这本书虽然很短,彳早是，它給了現代邏輯的所有重要槪念一个 
淸楚的考察，因而，它是上面所提到的那本《数学原理》的通俗化。 
此外，在这本书中 5 我們可以看莉一些应用邏輯槪念与方法到其他 
科学中的有意义的例子。 

格来林 (K Grelling ) 著： <〈集合論>> ( Mengenlehre ) ，萊比錫与 

p 

柏林，1924年(《数学与物理 丛书》 ，卷58)。 

如果讀者知道集合論一般理論的最重要槪念与根本性成 
果，而又不想致力于更深入的硏究，我們向讀者推荐这本容易讀懂 
的 小书。 ’ 

希尔伯特与阿克曼著;《数理邏輯綱襄 》 CGrundzuge der theo - 

h 

retiscHen Logik )， 柏林 1938 年；第 2 版《数理科学基础理論》 

, 

(Grundlehren der mathematischen Wissenschaften ) , ^ 27 

这本 ¥ 槪述了数理邏輯的那些初步的与基本的部分，幷且討 
論了这些部分的最重要的方法論問題。这本书旣严格又易懂，可 
以作为系統地与深入地硏究邏輯与方法論的入門、书。 

蕭尔茲 ( H . Scholz ) 著:《邏 輯史 》 （Geschichte der Logik )， 柏 
林， 1931 年（《分科哲学史》，卷4 )。 

这本书对于邏輯从古代直到今天的发展給予了历史的叙述。 
作者对于現代邏輯的广泛的作用的相信，滲透在这书的每一頁中。 
文体的生动与 鮮明， 使得这本书甚至对一般人也是富有吸引力的。 

f 

希尔伯特与貝尔納斯著:《数学基础 》 (Grundlagen der Mathe - 

matik )， 共 2 卷，1934年与1939年《数理科学基础 理論》 OGrund - 

• * 

lehren der mathematischen Wissenschaften ), 卷 40 与 50 o 

这本书对数学方法論迄今所获得的較为重要的成杲給予了一 
个丰富的、虽然不是全面的陈述（这里’数学方法論是§42所談的 
那个意义)。由于怍者在方法論方面的理論 观点， 这本书的重点， 


$ 
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■丨丨 ■■■_ ■■■■ _ I 丨丨 I I 丨 " I H — fcPi I ■■■■_■■—■■■_■_ ■ I III ■■■ II I 

是放在用所謂构造論方法所获得的那些硏究成果上。对这本书(在 

b 

_类书中，它是唯一的)沒有逢彻的研究，就很难在方法論的顦域 
中能够进行独立的硏究工作。在讀这本书时，是会碰到一些困难 
的，障者会寧到，这本书中材料为甚么如此安排的理由不是很明显 
的;伹是，从这本书所陈述的都是最新的硏堯成果与这本书所涉及 
的又是一个芷在迅速发展的領域这个事实来看，上述那些缺点毕 

a 

竟是很难避免的。 ^ 

4 

最后我們荽提^一下，在美国有一个特別的 it 团，即符号邏輯 
* » 

学会，它联合了邏輯与方法論方面的所有科学工作者 r 从1936年 
起，这个学会发行了一种季刊：《符号邏輯 杂志 》 (Journal of Sym - 
bolic Logic )， 車尔赤与納盖_編。这个杂志旣登載創造性論'文，也 
登載关于目前邏輯文献的評这个期刊的卷1中有一篇車尔赤 

哧 * 

編纂的詳尽的目录；包括了 1⑽5年以前数理邏輯的全部著作，在 
卷3 (1938) 中又补充了这个目录， 








俄譯本編輯部注 - 


© 作者在这里作为一个典型的形而上学者在发議論，他否认 
* ♦ 

有改变着的本质，幷且作为唯心主义者，他认为思維規律对于自然 
規律来說是第一性的。在現代数学中确实沒有考察“变数”槪念， 
伹幷不是因为作者所指出的原因，而&因为为了用数学方法来 f 

究，必須使所硏究的槪念服从于形式邏輯的規律，即对关于它們& 

* 

某些屬性的問題可以給予完全确定的回答•.“是”或“否”。(第2頁） 
㊁ 我們要提 醒說： 在算术中有幷不表示数的常項，例如加号 
“ + ”，、不等号“>”等等。（第4頁） 

㊂ 所以使用这种省略的术語，是因为如果在指示函項中以某 

_ 

个数字来代替变項符号，則它就变成了完全确定的(依所代入者而 

* 

定 X ®：字記号。（第5頁） 

} 考 

㊃ 我們要指出，这个命題也可以表述如下:无論我們怎样选取 

数工和％总可以找到由它們决定的数 A 使得 

: . . 

x^=y^z 0 

* ' 

这对于实数当然是正确的，因为它們是始終可以减除的。可是如 

I 

果我們仅仅限于非負数，則幷非对于任何一对数 a y 都存在着数 
使得对于: r =3, : y = 5这一对数来說2：就是不存在 
的。 

t _ 

. 我們还要指出，“可以找到”这个詞幷不完全合适。只要求这 

•• 

种数专夸亭而不會我們能否找到它。（第7頁） 

要指出，在数学中有时幷不加畺詞。不过包含着自由 
变項的任何已怔明的表达式 X 公理 或:公 理的推論)，逋常_看作 
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4 

4 

11,1 .... -• J 「胃 | 、 

为語句，而不是語句函項，幷且认为自由变項是为全称量:詞約麻 

着的。 ' 

比如，作者所引的命題 

、 a^b^b+a 

b 

或者 j sin x |^1 ? , 

或者 一(爭 ) 2 -( 爭 )' 

就是这样的。（第7頁） 

㊅ 这里問題不在于思維經济。現代数学的符号标記对于理解 
和使用来說，确实比古代希腊人的方法方便(希腊人的方法是以語 

I S 

詞叙述一切对象和运算)，因为补充了通常口語的标記对象和記述 
命題的符号方法，扩大了数学的可能性。（第11頁） 

㊆ 这个一般陈述如下： 

在語句函項的某个地方出現的变項在这个地方是約束的，当 

S 

且仅当，这个变項在前面量詞中出現，而量詞的作用又及于語句函 
項的該部分。（第14頁） 1 

㊇ 这里所談的一切当&都甚有关形式邏輯的。作者所提到的 
所有术語中,最合适的是“数理邏輯”。数理这个詞乏所以合适，是 

r y 

因为它硏究的墓本对象，是数理学科的邏輯結构及它所使用的证 
明方法，所以它本身也就作为数理学科建立起来 a “邏輯斯蒂这 
个术語特別不合适，因为現代外国資产阶級数理哲学的唯心主义 
流派之一常常同它相联系。 C 第15頁） 

’ ㊈ 如在序言中所指出的，作者常常作为形而上学者发表議論。 

♦ 

比如在这里他假定任何命題不是眞的就是假的，幷且只能是非此 
即彼，以便由它們所发展起来的語句演算常常是可以机械地运用 
的。因此他沒有提出“語句”这个槪念的定 X 。为了正确地理解 
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“关于語句演算”这一整章，需要注意，称之为語句的乃是或眞或 
假 ，幷 且只能是非此即彼的命題。乂第16頁） 


㊉ 但是由此不能得出結論說，似丰在数途邏輯中眞的槪念实 

/ 

质上是不同于通常的意义的。問題的实质在于“如 果…， 那么…” 
这种联詞的定 义上。 要明白这一点，我且举一个例子。_ 一个 


“ Kamm ” 这个詞，在应用到比如宗敎仪式或美学規則的总和上时， 
具有虽然相似的但毕竟墓本上不同的意义。在应用到音乐上或印 

^ 4 * 

刷事业(它在那里只簡单地意味 f “标題活字”）上时具有完全不同 

的意义。因此，关于这个詞在其^出現的詞句的眞或假的問題，只 

有在确定 “ Ka H0H ” 这个詞在其中以何种意义来使用之后才能解 

决。同样，如果我們改变了联詞“ 如果… ，那么…”的意义，則包含 

着这个联詞的表达式的眞或假的問題，应当視我們以何种意义来 

使用它而解决。如果像在作者所弓 I 征的例子中，我們只在下述論断 

的意义上来理解表迗式“如果那么 S ”， 即是假的或_ £是 

眞的” ，也碑 是說两个判断“非 A ” 或中；至少有一个是正确的 

(或者是非 A ， 或者是:如果存在的話)，——則我們应当认为 

这两个命題都是眞的：“如果 2*2=5, 那么紐約是一大城市”，和 

“如果 2 * 2 = 5 ,那么紐約是一小城市”。关于語旬之間的这种排斥 

前者 眞同时后者假(幷以此为限）的可能性的联系 一 把它 称之为 
« * 

条件語句毎借助于联詞“如果…，那 么…” 来表示-有无意义这 

个問題乃是另一回事。可是数学证明@实踐表明，第一，在数学中 
經常与这种联詞打交道，幷且第二，用詞“如 果…， 那么…”来表 
、达它們，决不会导致誤解。欲知其詳，請参見下面特別是下一节专 
門論述数学中的蘊函問題的一节。（第26頁） 


㊉㊀ 联詞“ 如果… ，那么…”在数学中通常也表明前件与后件 

♦ 

之間的原因和結果的邏輯联系。可是由于数学反映着外在世界各 




220 


俄譯本編輯部街 


种对象之間的最簡单的联系，这些邏輯联系在那里只从外部方面 
来加以 研究， 于是它們好像是能够以形式蘊函的形式表現出来，而 


〆 


形式蘊函則是借助于实质蘊函和全称畺詞来表現的。因为在数学 
以及与它有联系的数理邏輯中着論证是足够的，所以在那里处 
理的是实质蘊函。可是在演繹科学的方法論中，对于邏輯联系的 


考察荽深刻些，因此在这里实质蘊函的槪念是不够的，（第29頁) 
㊉㊁ 实质上这里所談的只是在所謂精确科学中_到 的 定义。 
而且幷不假定該詞項在它被定义之前存在着，而甚 A 定义本身引 
人的。此如， <〈叫》是借助于_ 定义： 1*2 •… w 的 积的一 科縮写 


而引入的。 


欲知其詳，請参見本书第二部分。（第33頁）、 

晒 

㊉ g ! 这些語句的眞是从我們的实质蘊函的定义和从任，語句 
不是眞就是假幷且只能是非此即彼这种情况得出来的。現 i 我們 
来考察一下語句 1 ' 

ip^Q)VX q^>P) ^ 

即 ♦ 

S 

( I )从/>得出或者从得出么因为任何語句不是眞的就是假 

的，幷且只能是非此即彼，所以只能在下列情况中 出現: 

♦ _ 

Cl ) 語 句穸眞 和語句分眞， . 

、 <2) 、語句/假而語句分眞， 

(3) 語句/>眞而語句疗假， 

(4) 語句夕假和語句 g 假。 

在这四种情况的任何一种情况中語句 CI ) 都是眞的。比如 我物来 
檢驗第三种情况。 * * 

' 在这个情 况中， 語句“从夕得出/是 -的，因为夕 是眞的，而 Q 
是假的，而語句“从4得出/>”是眞的，因为分是假的，而；)是眞的。 
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因为即使析取式的一个元素是眞的，析取式也是眞的，所以整个語 
句( I )是眞的。 ， f 

如果为进行諸如此类的檢驗复杂語句的眞假値而編制图表， 

- 1 f 

則即获得眞値表方法。（第41頁） 

㊉ 適)正确的代換，对于数理邏輯来說是一种从一般轉化为特 

殊的专門的方法。它的确切的表述是很难的。（第46頁） 

* •- 

㊉㊄ 可是数学的对象决不是机械地容許依照这里所指出的規 

則来論证。必須对形式邏輯規律可以用的程度作专門的硏究 

(这一点塔尔斯基作为一位学者，是知道得很淸楚的）。此外，数学 

体系是这样复杂，在其中犯 蹲誤不 是怎样的难事。誠然，推論缚則 

提供了經常找出錯誤的可能性。最后，在数学体系中 ，主宴 的不是 

依照完全的证明的全部規則来进行的个別論证，而是以一定的程 

1 

序和一定的联系来进行的它們的整个进程。（第47頁） 

㊉㊅ 語句 Cb ) 是眞的，如果是就除了星期一(那时它是假的)以 

外的一周內的任何一天来讲的話。这是用眞値表方法檢驗直接得 

* ♦ 

来的。（第47頁） ' 

㊉㊆ 选言的表达法——是这样一神方法，其中語句是以联詞 
“ 或者… ，或者…”結合起来的。据此，語句 （ a ) 的逸言表达法如下4 
^ 工不能为10除尽，或者3能为2和5除尽。（第48頁） 

# ' ㊉ ® 下面是最后三神表达式的表述： 

( b ) - 从夕得出穿，当且怳当/>是假的或者 c 是眞的； 

( c ) 从夕得出 A 当且仅当户或々是假的；， 

， 

‘( d ) 从夕 得出分，当且怳当分是眞的，或 者夕是 假的。 

請注意 ( b ) 和 （ d ) 是眞 秦句， 而 ( c ) 是假語句（如果在前面加一 
全称量詞的話)。（第49頁） 

㊉ ®我們借助于表远式 ( a ) 总能够断定（如果某种論断是从其 
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也論断得出来的話）第二个論断是从第一个得来的。因为眞的語 
句是从任何語句 1 得出来的（在实质蘊函的意义±)，那末任何語句 
同它的否定一起都是能证明的。.很明白，这样的邏輯沒有任何价 
値，因此語句 ( a ) 不能看作是眞的。請讀者自己分析語句 （ b ) 的情 

m 

况。（第50頁） 


㊁㊉ 我們要指出，这个定义只有在偁定“屬性”的槪念已知时 
才有意义。可是这个定律可以以代換規則的形式来表述，于是“屬 
性”的槪念就不会明显地現。这一規則的表述具有如下形式： 

k qi •反•之 • ，•如•果•这二規•則•可•以•应 

• * • • • * • #■ •••••••••••• 暴 • 

^Qo 

m 我們要提醒:在通常的代換規則中，凡是遇到变項的地方都必 
須代換。 . 


这个規則表述在 下面， 幷且作者在这一章中所有的进一步的 
論证都以此为根据。（第52頁） 

㊁ 0我們将借助于我 锕的規 則来证明定律( II )， CHI ) ^ OV )： 
( II ) x = x 。 * 

很明白，如果在任何包含: r 的語句中在一个或儿个地方用自 
己代替它自己，則这个語句的意义是不会改变的。 


( III ) 如果工 = y ， 那么 y = x c 

* 

我們假定，如果在任何包含 x 的眞語句中，在一个或儿个地方 

用 Y 代 A 則所得語句仿为眞的。設語句 A 包含％如果^們在这 

* 

个語句中用工来代: V ，則得語句 B 。， 

由 B 的否定得出 A 的否定，因为如果 B 的否定是眞的，則 A 
的否定也是眞的，因为它是以几个地方用 y 代 工而从 B 得出来的, 
而如果 B 的否定是假的，則从它可以得出随便什么。因此 
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根据逆反定律从 A 得出 B 是正碑的。如果現在 A 是眞的詰，貝按 
照分离規則，我們可以得出 B 也是眞的結論。这就是說，在任何包 
含 y 的眞語句中，我們可以在一个或几个地方用: c 来代它，即 

y—x 0 

(IV) 如果工 =;y 且夕 = 文，那么 ■ 

如果我們在包含$的眞表达式中，在一个或；I个地方@ y 来 
代它，則我們获得眞語句；然后如果我們在一切地方，都用 z 来代 
y， 則我們又获得眞語句。这就是說，如果我們在 k 含/的眞語句 
中，在一个或几个地方用 z 来代觉，則我們又获得眞語句；因此 
X ^= Z Q (第55頁） 

• . 

㊁㊁槪念及其名字的这种差別是非常重要的。这神 Si 別在应 

用于指示函項和語句函項时具有特殊金要的意X,例如 •_ 

* 

工 2 + 2尤+3 

这是个指示函項，如果我們用某数来代： T， 它就获得数値。可是称 
为多項式的 

“文 2 +如+3” . - 

- * 

則是数学的另一个部円的对象了。这样，从指示函項和—句函項就 
获得了数学和数 si 邏輯其他部分所硏究的个別对象。（第5 8 頁） 
㊁㊂这里作者又作为形而上学者在发表議論了；因为他认为 
在数学的一切部門，幷且在任 i 情况下，对象都应該与自己同一。 
在数学的任何部門中根据同一律来作代換需荽事先加以审査。关 
于相等和不等槪念的栩对性，由称为同佘式理論的那个算术部門 

所证明。在这个部門中整 k 之間的差数如果等于已知数》，則这 
些整数就被认为是相等的。不錯，在数学中通常撿驗是否可以应 
用同一律是非常簡单的， 1 因此常被忽略了。（第59頁） 

.㊁@在語句的有內容的邏輯結构中，变項正是标志着語句。屬 
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性就是眞或假一^这是語句本身的屬性，而語句的演算則^究这 

种屬性，这神屬性只是依語句的外部形式而定。（显然，塔尔斯甚认 

为在語句演算中所論断的只是关于語句的名字的屬性。 ）（ 第64頁） 

. ¥ 

㊁㊄ 必須指出，对数学来說，通常的邏輯推論必須先限定被认 
为是个体的对象的范圍，幷且所考察的类仅仅由这些对象构成；> 
(第沾頁) 1 

㊁㊅ 在这一节中硏究作为新的4个 k 象的語句函項。参見注 
• ㊂ 鲁。（第70頁; 

© ㊆ 我們再一次提醒•.許多个体对象的范圍，亦即个体域，或 
者像現在我們所可以說的， 一 切个体的类，应該认为是在推論过程 
中被精确限定的。不錯，在数学和数理邏輯中，各神不同的对象域 

(視所硏究的問題而定)都被作为一切个体的类来考察。（第70頁） 

. , • 

t 

© ㊇ 这些間題在現代邏輯中具有非常重要的意义。 ffi 題在于， 
果容許像在类的理論中所应用的那种类型的一切推論，則可以 
以各种不同的方法达到矛盾(这就是所謂集合論的綍論）。因为形 
式邏輯的方法不容許矛盾（否則它就会沒有任何价値)，所以就发 
土縮小这一类型推論范圍的要求。可是因为数学的許多部 M 沒有 
这神推論就不行，所以每一次都需要硏究其应用的可能性，而不是 
根本拋棄它們。罗素的邏輯类型論企图使这种硏究成为多佘的， 
这种理論基本上是靠限制数学的邏輯工具的儲备幷使之复杂化。 

" 最近苏联学者波茨瓦尔和諾維科夫获得了完全不同于罗素派的非 
常宝貴的結果。（第71頁) ^ 

© ㊈ 請讀者注意类的理論中的关系_和語句理論中夕―交 
的关系的平行性。（第72頁） 

㊂㊉ 再請讀者注意类的理論中加法、乘法和求佘类的运算与 
語句理論中邏輯和、积皮否定运算的平行性。（第76頁） 
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㊂㊀下面在§33中作者自 a 指出他关于等势类及关于基數的 
議論不是完全确切淸楚的。我們认为，为了叙述的联系性，这些槪 

念必須在这里解釋淸楚。 、 

\ 

設我們有两个类 K 和 L; 我們怎样最好地比較这两个类的元 
素的个数呢?大象都知道其中的一个 做法： 数一数这个类和那个 
类的元素，幷比較所获得的数目。可是这个方法不是随时都可以 
应用的。例如我們来考察个体対象就是正整数的場合；試比較偶 
数的类和非偶数的类。很明白，不能一个一个地数这两个类中的 
数，于是我^不得不放棄比較每一个类中的元素的数目的意图，或 
者是想出另一种比較方法。 

I 

原来我們所知道的那种方、法，除了以上指出的一点以外，幷且 
还不是最簡¥的。还有另一种比較两个类的方法，让我們举例来說 
明。假定我們要知道“获納摩”运动場票子数目够不够。要了解这 
一点，完全不需要数一数有多少人排队买票。只需要把票卖給每 
一个人；如果票不够的話，則排队买票的人多于售禀处的票，如果 
票有多佘，則人少于售票处的票(实际上是卖給每个人@張票，可 
是我們为了簡单起見，假定卖給每个人一張票)。 ' 

当在售票此卖票时，这本身就确定了禀与卖給票的人之間的 
某种联系。每一張卖給的票#应于买票的人，而买票的人則对应 . 
于他的禀。用这个例子可以說明对应的餐念。 ' 

在这个例子中类尺（“狄納摩”运动場的票)和类 L (球迷）的元 
素之間有对应关系。假定一 f 票都售出了（如在两个强队 之呵进 
行比赛时常有的情形)，則冢类的每个元素都对应于 L 类的^个. 

4 

元素。如一切想买到票的人都有票（这差不多是不可能的情况)， 

I * 

I 

'則 L 类的每一个元素都对应于尺类的元素。在这种塲合，很明 

t 

-白，这两个类的元素的数目是相同的。这样，我們就获得了比齩两 
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个类的元素韵数目的新方法：必須确定第一类的元素与第二类的 
元素之間的对应关系。 

如果在 K 类的元素与 i 类的元素之間确定了这样的一种对应 

. • . __ _ 

亨予，气字亨字»字•，命 

^mytm i 类 4 ▲ 个 去 Am 个糸凫 

• • • # • ••攀••參 _••««• •••••••• 

# •如•果•在 . K •类•和 • //类^^素^之*間1碑定了 ■ -一对应关系，則这两个 

A <• 

’类称为等势类。 . 

現在我們用較为严格的槪念——来代替我們先前“元素 
的数目”这个槪念。是与 ’ i 类等势的一切类所具有 
而任何其他&类都不有屬 k 。 如果我們有 k 类和 l 类两个 
类,則抽象地說可能有四种情况： 

(1) x 类与 l 类的某些子类等势，厶类与尺类的某些子类等 
势。 

(2) K 类与 L 类的某聋子类等势，但、 K 类中不存在与 L 类等 

势的子类。 " . 

(3) L 类与 K 类的某些子类等勢，但 L 类中不存在与 K 类等 

p 的子类。 , ' 

/ (4) K 类中不存在与 L 类等势的子类， L 类中也不存在与 K 

类等势的子类。 ， 

f 

在第一种情况下可以证明 K 类和 L 类是等 勢的; 在第二种情 

.况下，自然会认为 L 类的墓数大于 K 魂的基熱；而在第三神情况 

% 

下，尺类的基数大于 i 类的基数;最后，可以证明，第四种情况是不 
、 ， 

可能的（应該注意，整个类本身是自己的“非正常的”或“假”的子 
类）。旣然第四种情况是不可能的，則无論 K 和；两个类是什么， 









俄譯本編輯‘部注 227 

' I 

,_&--- 

^ h 1 

- 或者 K 类的基数大于 L 类的基数，或者 K 类的基数小于 L 类的基 

数，或者这两个类是等势的。因此基数可以加以比較，即两个不同 

的基数中，其中之一个大于另一个 (为了 荽知道哪一个大，就必須 

祧选具有給定的墓数的类，幷把这两类加以比較)。 - 

茲举数例。人的右手所有手指 g 合与左手所¥手指的集合 

等势：我們可以把具有同样名称的丰指置于对应关系中。人的手 

和脚的所有指头的集合，具有此单是右手的指类的集合大的基数。 

小于100的所 有一 切数的集合, 具有此 小于50的所有一切数的集 

» 

合較大的基数。' ' r 

可是有一种集合，具有与它們自己 相向的 墓数的“眞”子集。 
比如我們来着察一下整数0,1，2 … 的集合 I ;偶数0,2,4…的集合 
D 是这个集合的眞子集。可是可以建立整数集 I 和偶数集 D 之間 
的——对应关系，即令每一个整数 n 对■应于二倍于它的4禹数加， 
令每一个偶数对应于为它的一半的整数+，容易看出，这是一 
^ -对应关系。 

类能够与自己的“眞”子类有 一一 对 应关系 。这种屬性,是无穷 
类不#于有穷类的特®。我 ffl 要在这里 揞出： 很多无穷类的甚数 
等于自然数的类的基数。例_，自然数类的任何无穷子类的墓数， 
等于整个类的 基数， 一切有理数集合的墓数也是可数的(即所謂自 
然數类的墓数)。可是存在'着具有很大的基数的无穷类，例如圓弧 
，上的一切点的类或者一切实数的类。 * 

任何有穷类是与小于某个自然数《的所准 1 自然数的类等势 
的。.因此，有穷类的甚数可以由某些自然数 W 来表征。（第77頁） 

㊂ ©塔‘尔斯基說可以把算术还原为邏輯，这个論断是不芷确 
的。因为为了还原必須把无穷公理引人邏輯,而无穷公理是有內 
容的数学公理，这样，全部算术連同无穷公理都一起被包含在邏輯 
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中了。（第79頁） 

㊂㊂ ( a ) 我們說当且仅当，对于任何类 K , JAx 包含在类 
尺中，推出 y 也包含在类尺中，反之亦然•.如果: v 包含在类 K 中， 

I 

則工也包含在类 K 中。 _ . 

( b ) 关于类 K 和类 L ， 我們說当且仅当，对于任何元 

素工，从 x 包含在 K 中，推 iU ； r 旬含在 L 中，反之 亦然： 如杲工包 

含在 JL 中，則 x 也包含在 K 中。 （第 81頁) , 

㊂ ©如果在类的演算中，表示类的变項为表示語句的变項所 

代替，而运算符号•.求佘类的符号0、和的符号 （ U ) 及交的符号 

(门）相应地为否定符号（〜）、邏輯和( V )反邏輯积（八)所代替，則 

类的演算的公式会轉化为語句演算的相庳公式，而描述全类的公 

式会轉化为語句邏輯的眞値公式，其原因在于，語句邏輯就是一 

共只有一个个体情形下的类的演算;这时一共只有两类,全类与空 

类，我們令这两类对应于眞和假。 * ' 

% 

另一方面，如果我們要考察語句面項 

x(K ， x$L ，' 

則 k 們又获得可用下列公式表現的 — 句演算与类演算的运算之間 
的对应关系 s 

I 

x^K[}L^dx^K\/x^D, 

Kfl Cx^K/\x f L) ? 、 

x ^ K ^^ Cx ^ K ') Q 

如果把蘊函解釋为〜的話，可以用类似的方法 
建立与推論符号相应的运算。可是它沒有重太的意义。伹类的演 
算还有另一种方_:同語句演算联系着。即，在 KdL 的情况下，如 

果 i 們考察一下类尺和类則由于元素 x 具有类 K 的屬性，将 
得出: c 具有类 L 屬性的結論，用符号来 k 示就是： 
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KdLe(x( € L) 

这里記号->屬于語句演算。伹是这种平行的情况是不完全的。 

同时必須注意：类的猿算較語句演算容易，至少是因为語句演 
算的运算是类演算的运算的特殊情形^——即全类是由一个元素組 
故的。（第82頁） 

㊂㊄ 标記的这种区別是因为在邏輯的其他部分所考察的是比 

b 

如由相等关系联系在一起的諸对象，而这里相等关系本身是所硏 
. 究的对象。这里我們所处理的是应用_象法把屬铁(集合)或关系 
作为对象的問題。在数学中常常应用^个方法，幷1是非常有成 
效的。例如，在函数論中把函数，即数之間的某种关系作为对象。然 
后这个槪念又被抽象，于是我們就得到一門新的数学学科，即泛函 
分析，其所硏究的对^就是函数之間的对应关系。（第89頁） 

㊂㊅ 我們将怔明及在 K 类中_果是对称的、傳递的和自反 

的，則它定义一相等 关系， 如果把/类的子类作为对象来考察， 

* 

其中每一个子类的任何一对元素尤和 y 都滿足及关系。 

* 

設 [>] 为由所有二切元素 z 組成的类， 对&些 元素来說公式 

9 

, x^Rz ^ 

成立。 

.我們必 須证明 ' 

h M=M ， : 

当 k 怳当 

xRy 0 

設有 o : 及外我們要证明在这种情况下类和 [>] 类是重合 

* 

的。 事实上，如果即 

x R z, 

則公式 yRx 由于对称定律是芷确的，而由于 
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y jR 工和 xRz , 


按照傳递定律 


即 


yRz, 

Mo 


0 


反之，如果 M [30,即 


yR ^ 


則由公式 




工及: y 和 yRz 


由于及关系的傳递性而得出: 


XRZy 


即 W O]。 因啤，如臬元素2；屬于 [>] 类，則它也屬夺 [y] 类，反之， 
如果元素 z 屬于 [: y] 类，則它;也屬于 [>] 类,即1>]类和[: y] 类是重合 


的 


o 


設[^]类和 [: y] 类重合，我們要证明，在这种情.况下有如下关系 


xRy 


o 


事实上，元素; y 屬于 [y] 类，因为由于及关系的自反性，公式 


yRy 

m 

成立。从而％ !>]，因为 [y] 类和 O] 类是重合的，由此得出 


磷 


Ry 


o 


(第93頁) 


㊂㊆如果及关系在尺类中是不对称的、傳递的和連通的，則 


当公式 

工及 y 

成立时，讀:們将—工先于 y。 

由于这种关，系不对称,如果: r 先于 3V 如: y 不先于 ：r。 又由于傳 
递性，如果先于 y， 而； y 先于2：，則工先于 q 由于連逋性，工和 

y 两个元素中一个应該先于另一个。这些屬性也就說明为什么这 
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种关系被称为序列关系。（第94頁） 

, ㊂㊇ 可是这里所考察的是作者所混淆的不同的槪念。在公式 

工 Ry 

中，衣是关系，在用事物代和： y 之后就成为眞 或假； 如果 
我們■考察 骞达式 R ( y )， 則用某事物(适当的个体域內的事物)代入 
y 之后，我們就得到事物，即一般地說不同于眞和假的某种东西， 
，因此，及在这里是指示函項。这两个槪念之間的联系用如下的公 
理来表达： . - 

任何单値关系都与某些等式及 GO 等値，这里 i? 是 
相应于及关系的指示函項(第96頁） 、 • 

㊂㊈比如考察一下下列关系 

, CB / C ) U [ H /( S / C )] : 

C r •是“是父母亲”的美系： x^/Cy - 是有一个人 z ， 对他来說 

工是 z 的兄弟<而 z 是: y 的父母亲，即 x % y 的叔父或伯父或舅父 # 
工 S /£ y —— 是类似 ㈣ :工是 y 的姑姑或姨母。 
x [ H 八 S / C )] y 的意思是 : 有一个人 z ， 对他来說 

工是2的丈夫,而2是 y 的姑姑或姨母。 

簡言之： 

尤是; y 的姑父或姨父。 

因此文 { B/C U [ H / ( S/C ) 1 ) y 的意 思是： 

■ 尤是 y 的叔父或伯$、舅父、姑父、姨父《 

这里还 M 指出： x 的姊妹的克弟不一定释: r 的兄弟，这可以是 
工本身;用符号来 表示： 

. B / S = B|JI 

(这里 I 晕等同符号)。（第106頁） 

* 

⑩ ㊉ 比如我們来考察一下上一个练习中的关系 5/7和，/足 

K 
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第一个表示叔伯，第二个是表示父亲（兄弟的父亲也就是父亲)。 
現在我們将证明第二个論断。 g 列公式是正确的 

xiR/S)y*, 


这就是說 


y CR/S)x 9 


也是正确的，. 


即存在着滿足 yRz^i zSx 这样的々 


因此 


存在着滿足和 zRy 这样的 z ; 


从而， 


xS / Ry 9 


另一方也同样证明。（第1’07頁) 


® Q ( c ) 我們有 


XRXy 


因为由于不对称,对;于任何; y 5 包括 y — x 在內，和 yRx 这两 

1 

个公式中至少有一个是不正确的。上述公式等 値于： 


xR r x^ 


因此，兒关系是自反的。 

其次，工沢: y 和：这两个公式中，由于不对称，至少有一个 
是不正确的。这就是說， ' 

工及\或 yR f x 

这两个公式中，至少有一个是正确的。 

V 

( d ) 設下列公式是正确的： 


xR f y yR f z \ 


換言之: 


〜工及 y 和 ^ yRz % 
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由于及关系是連逋的，由茈得出 


i?：y 和 yRx„ 


如果公式 


xR f z 


不是正确的，公式 


x R 


是正确的，則由于及关系的傳递性， 


从公式 


xRz zRy 


可得出: 


xRy t 


因此，公式是正确的。（第111頁） 

©©X及/及 y 是表示存在着这棒的 z， 即 

工及2：和 zRy 。 . 

所有一切語句灭/及匚及 表示： ' 

如果存在着这样的2：,即工及2：和 z 及 y， 則 T 及 y， 这就是傳递 
性的定义。 ’ 

^ * ■ 

公式 D 匚及 u 6是表 示： .* 1 

如 果文不 同于 y ， 則尤及 y 或； yi? —这是关系犮的連通性 


的定义 


0 


对称性的关系，类似的用下列公式来表示: 

R = R , 

I 

不豸称性則以下列公来 表示： 




不傳递性用下列公式来 表示: 


R/Rc^R\ 


t 
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' ^ 

公式 R / Rdl 表示 •. 

如果存在着这样的名， ^ fxRz^i zRy (或 y'i?5：)， 則 x=y 0 
这是及关系单値的定义。（第111頁） 

© ㊂作者的这些議論是完全沒有內容的。他的理想沒有任何 
科学* 义，幷耳数学變科的构造原則不是由于某种折哀办法而产 
生的。 

实际上公理方法或演繹方法的任‘是确定該学科命題之間的 
联系及其进一步的发展。 （ 第114頁） 

©@挑选某些命題作为公理不必是由于其明显性。例如,我們 
回忆~下洛巴契夫斯甚几#学关于平行綫的公理就行了。（关于 
挑逸公理，請参見本书§ 39注 ®@。）（ 第114頁） 

@㊄作者在下面（参見注@©)沒有遵守这个眞的定义。（第 
U4 頁） ' 

@㊅作者在这里吿訴我們：我們沒有杖利利用这 r- 点以建立 

W 、 

演繹理論中命題的真，.可是却沒有提出关于我們所掌撞的那些工 

具的完全 观念。除了 未定义的詞項和公理之外，还应該知道有可 

能从嫁认为兵眞昨語句获得也必須认为是眞的其他語句的規則。 

也許作者在这里是假定应用逋常的推論 規則; 作者在下面 (§40) 指 

出必須有推論規則来构 成演繹 理論，幷且他将在形式化的形式中 
♦ 

考察这些規則。 

， 澹 

在演釋理論中，除了公理和不定义的詞項之外，也提供可以用 
_来获得 k 种理論的新語句*^—定理——的推論規則。必須指 出：随 
着这种理論的发展，規則的儲备扩大了，因为每一个新证明的原理 
都可以用.对于获得新定理适用的推論規則的形式表述出来（当然 
也可以借助于旧規則把它們推导出来)。 

f 

演繹方 法的意义(除了建立該理論各命題之間的联考之外)在 


^&^. 耀 _>*>|' 晰娜 :㈣ 冷时.承 >4tt^■- ■K.-Stwi *、 如 .m 
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b 

于使用这@方法的那些科学中，沒有必要在实踐中檢驗該理論的 
一切原理；而只荽檢驗該理論中基本原理的正确性及推导規則的 
可应用性就够了。（第115頁） 

^ ㉚㊆ 应当指出，用这种方法（幷且是借助于推导規則）可以构 

* 

成的，不是整个数理邏輯，而常常只是它的某些部分。（第115頁） 
@ ㊇ 說欧几里德“几何原本”是实行演繹方法的例子是不正确 
.的。比如，在其中沒有几何公理的体系•.那里所表述的公理差'不多 
都是关于邏輯的恒等槪念的，而公設則是确定哪_課題欧几里德 
认为是巳經解决了的(比如关于平行錢的公設，是^下列指令的形 
式表述的：在怎样的情况下求两条直綫的交点的課題可以认为是 
^已經解决)；在該书中，把其他几何課題化为那些已认为解决了的 

m 

課題，这一点占据着重荽的地位。（第115頁） 

n 

© ㊈ 如果认为在演繹理論中仅怳存在着有穷个基本原理（公 

理和能行的推論規則）則用演繹法几乎不能建立一个像样的数学 

理論，虽然有一个时候有人认为数学 a 論之所以不同于其他科学， 

: ■ 

t 

是因知 在数学理論中一切原理都可以由有 穷个® 本原理推导出 
来。单是算术就不可能用这样的方式建立起来。（第116頁） 

㊄㊉ 这个闡述得非常好的例子 表明： 演繹科學的方法論，不仅 f 
对于一般地考察这些科学是必需的，而且可以僭助于它在这些科 

f 

学中获得重要的結果。关于解釋的問題，对千洛巴契夫斯甚几 W 
学具有重要意义。/洛巴契夫斯基几何学，是由于对卒行公理独立 
于几何学其他公理的方法論的研究而产生的。当洛巴契夫斯基几 
何学在普通几何学里得到解釋时，这个問題也就在积极的意义上 
最終解决了。（第121頁） ’—— 

㊄ Q 在使用这条定理时，毕竟需要某种程度的愼重。設我們的 

4 

体系由下面一个公理組成 


; >? ： f- iKf^Pfe?； : v ； 'y.：. ■■■. : m - ]i 7>|11~|| niiiicpTmiiT[ijni¥ i'h'li naira I i.i.itii i_. an i r.i I .ii ■_ i .. ..■ r... ^r. I 
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从这个公理可以作为結論推导出（簡单地借助于全称量詞的 
另一种写 法)： 

Cx) (x=oV^—. 

很容易构成由两个元素鈕成的这个体系的 模型， 其中之一用符号 
0来表示，另一个用符号1来表示。’可是由于輕率地应用癀繹法 
定理所能获得的定遒， ' 

是不正确的。 

峰 

为于避免这样应用浪繹法定理的可能性这个定理有时以下述 
这种方式来表述:， 7 

如果在演釋理論中，从公理礼， … ，乳 * 得出定理93,幷且在证 
明这个定理时，沒有代 X 莪們的公理中所有的变項，也沒有用量詞 
它們約束起来，則下列邏輯定理是正 确的： 

沈八扣 八…八 

这里％是这样得到的邏輯公式，即在表达式 9 U 中該理論 | 的一 
切詞項都用相应的邏輯变項来代替。如杲在墓本公 理中沒 有自由 
变項（这也就是在用塔尔斯甚的叙述方法时所发生的），則可以不 

i 

加附带条件:在证明中不能代入变項，幷用量詞把它們約束起来。 
(:第 122頁） . 

f 

㊄㊁ 作者不正确地把演繹方法的实踐意 x 同它的 a 瀹价値割: 
裂开来。它的实踐意义正是由它的理論价値决定的，即由它借以. 
正确埤反映現实的东西决定的。不用馬赫主义者所喜欢的关于思 

t 

維經济的議論，比較好的說 法是: 凡是对事情具有理論看法的人因 
此就拥有获得結果的較大的实际可能性。（第 123 頁） ， 

f 

㊄㊂ 知果理論的詞項被理解作变項，即不与某个一定的解釋 
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a 

联系起来的話，則理瀹被看作是形式体系；这比起这种說法 要确切 
些： 我們把它們看作这样，好像我們不知道它們的意思一样。（第 
124頁） * 

㊄ ®問題不在于不能給予解釋的形式体系是沒有人对它感到 
兴趣的，而在于它对科学是沒有絲毫¥系的，,因为科学是硏究現实 
的。（第訌4頁） 

㊄㊄ 参見注 ㊂㊁ （§26)。（第125頁） 

㊄㊅ 关于每个演繹理論，都有考察公理和甚本詞項的一切等 
价体系的問題。 实质上 这种考察的可能性表示該演繹理論的完 
善，在这种考察之后公理体系的选擇就不是自发地产 生的； 而是 . 
有意識地产生的，从理論爾述所期望的性质产生的。（第127頁） 
㊄㊆ 只有在那些可以应用演繹方法和仅仅局限于它們的科学 
中，演繹方法才可以看做是最完善的。（第127頁 : T 

㊄ ⑧作 者在这 里企图用唯心主义的（因为它不是以符合实在 

的現实为前提)客观眞理的定义(它®求遵守某些形式規則)，来偷 

, | 

換以实踐标准为墓础的客观眞理的槪念。 .. 

形式化的眞实意义是以此为基础的/即它提供了可能性来表 

i ^ 

达关于所考察的科学理論的命題的一切无穷集合的一般原理。例 

•i 1 

如，荽檢驗这个理論的一切命題具有某种屬性*5,只要证实下列这 
一点就足够了:.理論的一切公理都具有这种屬性，推論的每一个可 
能的步驟把具有这种屬性的命題轉化为也具有这种屬性的命題。 

对于被考察的理瀹的公理体系来說不矛盾性和独立性的許多证明 
就是以类似的方式完成的。 ' 

因为命題的形成規則及变形規則(推論規則）苘时带有对一切 

有內容的解釋都是共同的、形式的^质，所以“形式化”这个术語是 

: ^ 

完全恰当的。（第128頁） 
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t 

看 

㊄ ⑧我們已經指出,在形式化的理論中，符号在某种意乂上被 
着作是变項，而不是什么也不表示的記号的結合；除此之外，我們 
要指出/沒有有內容的公理甚至不能建立完全形式化的理論 ：因为 

、 . 鬌. 

运用理論的符号的規則是有內容的。（第128頁） 
s ㊅㊉ 关于这一点請参見注 (§41 的注)。（第129頁） 

㊅ Q 上面塔尔斯基 断定： 論证 W 方法論上的正确性恰好也是 

• . 

明确性和明显性所需荽的，这里則相反地认为明确性和明显性是 
損营‘方法論上的正确性”的。（第12 9 頁） 

㊅㊁ 这里塔尔斯基不是以他在§36 (参見注中所定 X 
,意义——即不是以可证明性 的意义 一^来理解眞的。这里他的 
眞理观比較正确。語句的眞归根到底怠是由实踐的标准来证明 
，的。（第130頁） 

@ ㊂ 这里問題不在于理論的理想性，而在于只有无矛盾的有 

內容的理論才能用浪繹法来发展，因为在这种方法中必須利用形 

式邏輯的規律;只有在完全性的情况下，士能甩演繹方法来发展全 

部 理論。 （第131頁） 

• . 

㊅㊃ 塔尔斯基表明：可以建~立不: p 盾的理論，可是这种理論不 
能认为是眞的。在这个理論中下列有語句都能证明 •. 

有一正整数工对于它来說 QO ) 是不正确的[这里 （20) 是某 
个固定的語句函項]. 


Q (1) — 

G ⑶一 

一是正确的。 
一 是正确南。 


V 

Q 00— 

是正确的。 
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* 不能同时证明 J 9 T 有这些語句 的演繹 体系，称之为不矛盾 
的。（第131頁） 

@ ㊄ 作者在这里沒有完全确切地描述事情。不是算术和几何 
不完全，而是所有包含算术(或高等几何) 的 相当大的部分的任何 
形式化理論都是不完全的，即不能把算术(和髙等几何)完全形式 
化 # (第132頁） 

@ ㊅ 作者賦予 " 理論的”这个槪念以不正确的意义（在这里及 

t 

1140末)，认为不存在的事物具有任何理論意义(他在§40末 說:在 

理論上能够使所有数学学科都具有形式化的形式，可是我 們剛才 

« 

已看到就連算术也不能形式化)。 . ^ 

不矛盾性和完全性問題具有重大的理論意义和实踐意 X 。除 

了这一节之末所提到的关于这个問題的重要的硏究之外，不矛盾 

% 

性的相对证明在演 繹理論 的建立中占据重要的位置。在这些硏究 
，中，人們认为某种数学理論是不矛盾的，幷且在这种条件下证明其 
俾数学理論的不矛盾性（通常是借助于解釋)。例如，非欧几里德 
. 几何学（包括洛巴契夫斯墓几何学)的不矛盾性是在欧几里德几何 

i 

学不矛盾的假定下证明的。此外，对于算术来說至少在下述意义上 

也是能够证明不矛盾性的。如果对¥每个自然数(数群)都可以能 

/ 

行地(即在实踐上)檢驗其眞的算术命題是可以证明的，則借助于 
整个自然数算术在它的这一部分上的解釋，可以证明算术的不矛 
盾性。这个結果是苏联数学家科尔莫戈洛夫在1925年获得的，然 
后又在1933年为哥德尔获得。不矛盾性在更为严格的意义上为 
〒称和苏联数学象諾維科夫所 证明。 

某些数学象想看做某种数学理論可容許性标准的不矛盾性标 

I ； 

准，不能与实踐标准对立起来。它是实踐标准在数学中的一种形 
式。比如，通常大#数不矛盾性的证明（絕对的和相对的）是建立 

i 
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在模型的构造上的，即是建立在发現滿足該瑪論的客体上的。（第 

■ 

133頁） • 

㊅㊆ 全部命題演算是在这一练习和以下几个练习中可以利用 
的推論規則。請讀者注韋記号 u 和 n (这表示运算，即把某些函項’ 
从与它們联系的客体中分出来)不同于記号 c (这表示; e 所联系着 

的客体之間的关系，即在代入具体的客体之后 KCL 表示眞或 

• « 

假)。这种区別以此表現在公理中：即‘号 C ： 在公理申沒有其他記 
号也可出現,而記号 n 和 U 只是与記号 c 一起出現。（第135頁） 
㊅ ®在檢驗了我們所硏究的一切公理和定义是眞語句之后， 
我們应当进一步借助于同样的眞値表来檢驗我 M 的那些应用于虞 
語句的推論規則,是否重新給出眞語句(这是很容易做到的 ）； 因为 
一切定理都是借助于連續应用推論規則从公理得到的，所以它們 
也是眞語句(参見注@@ )。（第 14 S 頁） 

㊅ ©这 所以能发生,是因为如果公理体系是完全的，則任何能 
在所考察的理論范圍內表述的語句，都能被证明或者被推翻。这 
就是說，在我們体系中不能被证明的那些語句的否定是可以证明 、 
的。因此，如果我增加这种語句的話，則有些語句和它的否定都 
将在体系中。在这里所談的完全性，通常称之为严格意 X 上的完 
全性。（第146頁） 


俄譯本編輯部跋 

塔尔斯甚按其哲學观点来說接近于所謂“暹輯实 5 E 主义”（或 
“邏輯經驗主 X ”，如还有人这样称呼它的），而“邏輯实证主义” 
在蕞近二十年左右这个时期中曾在若千欧洲国家中广为傳播，現 
在則特別在美国被培植起来（其最著名的代表人物：在英国是 
維待根斯坦 〔 L. Wittgenstein 〕 和艾耶尔 〔 A. Ayer 〕， 在美国是以卡 

尔納普为首的前“維也納学派”的成員和陂兰亡命鲁柯雪勃斯基 
〔 A . KcmHecKHii 〕 和塔尔斯墓。像罗素、怀特海和社威 〔 J _ Dewey 〕 

这些馬赫派的哲学反动分子也接近于这一流派)。 “ 

自以为独創和新頴的“邏輯实证主义”，按其原 則立場 来說 ， g 
是馬赫主 X 的继績，它企图利用数理邏輯的某些成就作投机，来弥 
补主观唯心主义的漏洞。“邏輯实证主 X ”的拥护者在作避免主观 * 
唯心主义必然要陷入的唯我論的絕望尝試时,使用了欺驪的手法， 

. 用邏輯 上和数 学上可論证性的标准(所謂“主观間的-准”)来偸換 
客观眞理的标准。 

这个流派把我們:經驗的全部材料都归結为“戚觉 材料” 〔 sense - 
data ) 的槪念，想以此来克服唯物主义和唯心主义，这种虛妄而反 
动的意图也接近于馬赫主义1据說“感觉材料”旣以 “ 語句”或“命 

題”的形式表述出来，就成了“科学的原籽”。两个基本哲学流派是 

. • 

这样“克服”的 •. 它們之間的斗爭被宣称为是“假問題”，据說是沒有 

■ 

任何实在意义和作用的，因为这种“假問題”的产度似乎与历史荽 

求和社会問題沒有任何联系，而只是一种我們日常語言不完善的 

% ♦ 

結果。•“科学經驗主义”（有人运这样称呼这派人）的拥护者，力图 
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>在唯物主义和唯心主义圍繞着进行越来越尖銳斗爭的哲学的墓本 
間題上使讀者糊塗，企图用語言学的間題来偸換哲学問題。唯物 
主义和唯心主义的“克服”，实际上原来是最平常的主观唯心主, 

f 

义。列宁当时关于馬赫主义者所說的一切話，完完全全适用于整 


个地站在巴克萊和休姆主观唯心主义基地上的“邏輯实证主义 

, 

者”。关于这样的学者列宁曾經写道:他們無专門領域內能作出最 

1 

有价値的工作，伹是“一且談到哲学問題的时候，……任何一句話 
都不可相信。”① ’ 

至于我們对本书的专門意見和补充，則可以归結如下。 

■ 

b 

1. 在塔_斯基的书中有許多傳記和文献目录的历史性的附 
注。塔尔斯基在举出某位著者时，从不忘記指出他的国籍，佴这却 
不是始終正萌的。比如，十九世紀前半叶著名的捷克哲学象和数 

鲁 

学象陂察諾，他把他列入德国人之丙（見第103頁）。奥 At 利政府 
曾禁止波察諾作任何公开的演說，于是他的那些包含着超过魏尔 
施特拉斯 CK . Weierstrass ) 和康脫相应的发現三十多年的許多結 

杲$思想的数学著作，只是在他逝世之后才能問晖，-^些最 

墓^的著作差不多在写成以后过了一百年才問世。 * . 


在这里編輯部对于下列这个情说也不能置若 罔聞： 塔尔斯基 

* _ 

对于英 崮的、 美国的、德国的和同他接近的波兰的邏輯学象和数学 

I 

家在书中非常乐于（常常不只一次）提呆，而对于_国学者的著作 
則只字不提。 ' ' 


2. 在从事数理_輯方面工作的苏联学者特別注意于能够直接 

作数学政技术应尨的那些問題。站在辯证唯物主义立場上的苏联 

* 

学者所硏究的眞正的邏輯問題所以有意义，首先是因为这些間題 

1 


①《列宁全集)>第14卷，1957年，人民出版社，第362頁， 
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駁斥了实证主义、形式主义、直觉主义与許多其他流派和色彩的現 
代越来越反动的唯心主义的立場。 

3. 上世紀八十年代俄国有才能的关文观察寒和喀山大学讲师 
柏拉頓.謝尔盖耶維奇•波列茨基 （ n；raTcm CepreeBHH flopeuKHK 

1846—1907) 在类演算(他首先把它作为邏輯推理理論来考察）方 

• I 

面，获得了非常出色的 成果。 

■ , 

波列茨基与从事数理邏輯方面工作的其他先驅者(布尔、 

.郁方斯 〔 W . S . Jevons 〕、 习玉德、皮尔斯）不同，他不夸張他所硏究 
的問題的邏輯意义。波列茨基在他的巨著①《論解邏輯等式的諸 

? I 

方法及数理邏輯的轉換方法 K 其中包含着1882年2月27日和3 

a . 

月23日在喀山大学所屬自然科学者协会数理部会議上宣讀的两 
个邊报)中写道： ^ 

“手个亨亨亨乎手(相当于塔尔斯基书中所考察的以 n ， 等 
記号标•示•的•类•的•运•算——編者注 >，对于构库竽孕巧零推、理 ( 彼列 
茨基所謂的 f 是指具有一个主目变項的語句函■編者注)是 
完全足够了， •它向 我們表明：以这三个运算为墓础的 甲亨 

亨乎宇，甚至竽亨字竽思維，更不用說一般的竽蠃+二 • 

-凫，•如果學舍二过程确实建立在等推理•理•論的原理上， 
則必然将承•认•邏輯思維不仅于亨了譽巧，而•且相反地，是极其亨 
fm \ 幷且又是非常基本的 ，土 44 k i 与那些相当于代数的基 i 
士®的量的思維的初步才能比較”(第 xxi 頁)。 

伹同时陂列茨基淸楚地意識到了这个体系在数理邏輯历史中 

v 

所占的地位的重要性。他曾写，道:“我們来看現在提請讀者审耷的 


①波列茨基写了 15部以上数理邏輯方面的奢作，大部分都发表于喀 W 六学所 
屬的各种数理学会的刊物上， 
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著作时，我們应該說 : ci ) 它包含着构成幷且完全成功的质推 
理理論的試驗（不仅在我国文® i ‘且也在外国文献中 ）； 
(幻它是 （& TM 述其他作者的方法的不多几頁以外）完全-字 p 
. 著作，这部著作所以具有更为重大的意义，是因为这个理論 
' ,_的公式和方法，只有我們才最早获得。这个理論的整个部分 d 
土理到前提)，无論就方法来說还是就可能解决达一課殛的思想本 
- 身来說，都完全独一无~二地屬于我們”（第 XXIII— XXIV 頁)。 

波列茨基这个估計的不錯，从下面这一点即可看 出:虽 然他的+ 
基本著作是用俄文写 成的， 幷且刊載在不易得到的刊物上，但是外 
国的同道們都据此学习。例如，古社拉 （ L . Couturat ) 在其名著 

《邏輯代数学》中叙述波列茨基的方法，是在 i 輯代数学的整个发 
展中当时所能达到的（古杜拉的书乎1905年問世）最完善的阶 

〆 

段 。 ' 

4. 莫斯科大学敎授伊凡 • 伊凡諾維奇，日加尔金 （ H B a H HBa - 
hobhh )KeranKHH 1869—1947) 关于 ▲ 理邏輯的最初三部著作①， 

是在主題方面最接近于波里茨基的著作的。这些写得非常平易淺 
近著作，一定能为理解塔尔斯甚这本书的讀者所領会。 

我們要指出•.日加尔金是第一个建立下列这种形式的語句演 

* 

r 

算的人•.用現代代数的語言来說即与模2昀剩佘环同，的代数环； 
換句話說，他建立了一种語句邏輯，类似只有0和 1. (任何整数除 
以2所得的佘数)两个数的算术，这种算术只有两种运算 ： Mfy 
这种运算不同于通常的只是1 + 1=0 (两个奇数的和是偶如 
果我們編制一驿这神 “ 2数算术”的加法表和乘法表的詰，則我們 


①日加 尔金: 《論符号邏輯命齒計算的 技术》 ，載《数学論 文集》 第34卷，第1册, 
1927年;《符号邏輯的算术化》， I . 載《数学論文集》第35卷，第 3— 4册，1928年 i It •同 
上，第36卷，笫 3—4 册，1929年。 
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得到: 


p 

Q 

P^Q 

1 

h 

p 

Q 

p • 4 

1 

~\ 

1 

0 

1 

a 

1 

1 

*1 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

. 

0 

, 0 . 

0 

• 


奐在 我們把 “ 1 ，，解 釋作亭的記号，“ 0 ”作为尽的記号，于 是我 
們的表就将获 得如下 的形式 f ' 

m 


p 

Q 

| 

p + q p 

, q 

P * Q 

u 

. u 

A U 

u 

u 

U 

A 

i 

u u 

A 

A 

Jl 

i 

U 

i 

U A 

U 

A 

A 

Ji 

\ 

j 

A A 

A 

■^① 


显然，其中第二个相当于邏輯联詞“和”，第一个則相当于严格 

p 

的不可兼的‘嘯者”（“或者*—或者”)，即“或_者/>，或者 f 治式的 
語句，只有在两个語句九々中的一•个，幷且 &是一 个是眞的时候 5 
这个語句才是眞的。此外， 如果我 們把記号 “0.” 和“1”引入我們 
的辑算本身之中，則語句邏輯的其佘运算就不难还原为这两个运 
算，即加和乘。此 jto ， 夕的否 定以夕+1的形式来表現。确实，否定 
由下表規定1 - 


® v 代表 “眞 1 v ， 代 表 1 * 假”。——譯者注 


赛 •… ―_ n_ •“ Mr - 丁 “ n ti - itrr 丨 _ _ TTt— 、 1_ 川 1 i MmmmM ■ t inmm ¥■ mmi mr i k\ ib u^m iriffiirM-t -i 
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P 

〜 p 

( 


P 

1 

1 

j 〜 P 

U 

A 

或者 

1 

0 

A 

U 


， 0 

1 


而对于夕+ 1，我們在“ 2数算术” 中有: 


P 

/1 

1 

1 + 1 = 0 

0 

t 

0 + 1 = 1 


即恰恰与上表一样。因此 5 語句邏輯完全 轉变为 “2数算术”。 (< 2 

. ' - 

数算术”的規律久已硏究出，因此可以直接引用于湞算复杂語旬的 
技术中去。 ’■ 

• 不久以前，1946年，在《巴黎科学院报吿》中发表了泣兰 （ La - 

Ian ) 的注記，他在其中提出了按照日加尔金的方法，把語句演鎿构 

p % 

成为代数环，伹完全不提日加尔金的著 作①。 . 

日加尔金根据其語句（命題）演算进一步建立起謂詞 .( 用塔尔 
斯基的术語是“語句函項”)演算，幷且非常簡单漂亮地为只包含一 
位語句函項的公式，即为类的邏輯(幷且不論是一次的还是二次的） 
( 見本书第頁)，解决了，亨呼- ( 見本书第1加 一 1訂頁 X 曰加 
尔金的其他著作都是論述的公式的更要复杂得爹的情况 
的。他能为此解决(任何有穷域)我們現在知道在一般情况下②不 
能解决的判定問題。 

•i 

、5•与物理学的 危机一 起开始的帝国主义时代_然科学的危 

枓，很怏就扩及到数学基础方面，早在战后（二十年代) 年代， 在那 
■ 


①評介拉兰注記的車尔赤注意到这一点, 
③参見本书第132頁， 
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n 

里就已达到非常剧烈的程度。与数学的集合論的 論证， 特別是应用. 

# 

排中律于涉及无绔的对象域的存在判断有关的一些困难，使直觉 
主义者伯劳威尔 ( L . E . J . Bnmweia 和維尔 （ H . Weyl 〕 得出一个結 

論：看来好像已为魏尔施特拉斯、康脫和戴德鏗的工作已最后稳 
妥地論证了的数学分析的大厦，却建立在沙滩上。他們所提出的 
出路，就中荽求从数学中排除一切非构造性的存在命題，即不是 
建立在能行地构遣对象的基础玉，而对象的存在却是确定了的命 
題。但是他們所提出的这种出路章味着加在数学上的如此严酷的 
限制，•以及像伯劳威尔和維尔等这些学者的唯心主义哲学观点同 
其数学創造之間的如此无出路的矛盾是必然的，以致_实使他們 
只有宣吿数‘基础的毫无出路的危机。反对直觉主义者的有名的 
数学家希尔伯特企图在形式 主义的 道路上找寻摆脫困难的出路， 

n 

即打算依靠使数学的命題丧失內容意义幷把这門科学变为码特的 
公式游戏来寻找摆脫困难的出路。‘ 

r * 

早在1925年，苏联数学象料尔莫戈洛夫 （ A . H . KonMoropoB ). 
就发表了《論 tertium non datur 原則》①这一著作，勇敢而尖銳地 
反对_常有威信的数学家所持有的形式主义以及直觉主义 P 这一 
著作的基本思想在于指出一种方法，能够把古典数学的命題表現 

在与它們相当的“直觉主义的”命題中，同肘幷不破坏证明的联系， 

| 

即把吉典地证明于的命題，变成“直觉主义地”证明了的命題（=在 
可疑的 場合不 德用排中律）。这样，在唯物主义的处理卞，就不为’ 
数学基妯的危机留下任何佘地了。因为我們旣承认了經过論证的 
“直觉主义的”（构造的）数学，就必然荽承认也經过論证的古典的 
数学（只要我們不武断地硬加上主观唯心主义的直觉主义的眞理 


①《論排中律》《数学論文集》，第32卷，第 646—667 頁 (1924— 1925》, 
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•标准即可)。我們荽指出，科尔莫戈洛夫的著作早七年就得出了哥 
德尔的有名的結果。哥德尔借助于类似方法表明 •. “直觉主义的 

― r 


算术和数論只是較古典的算术和数論淸楚一些，而在实际上則包 
含着整个古典的算术和数；論，只是解釋稍有不同。” 

哥德尔的另一个有名的結果 （1932 年） 在于： 抛棄破中律的 


“直觉主义的”命 M 邏輯不等价于用眞値表所构成的，容許不同“状 

遍 

态”（眞値）的有穷数的語句邏輯，#德尔的这个結果为苏联数学家 

b 

格里聞科 (「 JWiBeHKo , B . H .) 預見到了。他还在1928年就机智地 
指出了伯劳威尔的邏輯与假設 (_ 了眞和假以外)某种“第三种”状 
态是不相容的。 1&29 年格里聞科除此外还证明了•.古典語句邏輯 
中命 題夕是 可以证明的，則在“直觉 主义” 邏輯中夕的双重否 
定 [；〜 （〜夕)]也是可以证明的。如果〜可以古典地证明， : 則它也 


可以彳直觉主义地”证明。 


我們在談到“直觉主义”邏輯时，有意識地把这一名詞放在引 
号里。問題在¥直觉主义者同意新康德派的馬赫主义主观唯心主 
义的观点。从这一馬赫主义主现唯心主义的立場来看，确实沒有 
摆脫他們所宣吿的数学基础危机的出路。关于数学中在沒有根据 
地使用排中律的場奋下产生的困难問題，使苏联科学象从根本不 

鳞 

同的观点威到兴趣。科尔莫戈洛夫的著作 (1932 年）包含着把“直 
觉主 X 的”邏乘解釋为“問題演算”，其中具有摆脫了直觉主 X 的认 
識論前提的对于“构造”邏輯的 d 容意义的唯物主义解釋。 

，6•关于演繹理論不矛盾性的問題，塔尔播墓提到哥德尔的有 
名結果，这个結果对算术不矛盾性的直接（构造）证明的可能性一 
般地寘疑。可是苏联数学象諾維科夫提出了按思想来說常簡单 
且聪明的算术不矛盾性的征明。这+证明的基础是諾維科夫所建 
立的邏輯浪算，_演算除了語句邏輯的运算外，还假定无穷的 
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(可数的)邏輯和及邏輯积。① 

如果这里所談的对象域是可數的（参見注㊂9)，則这个域的 


7^1对％都具有屬性 S 这个判断，就可以用以下这些判断的无穷 

‘士代替：“ 缈象处 具有屬性 S， 对象处 也具有屬性&……，对象 

• * 


a ” 也具有屬性 S 


黌 


而“存在着具有屬性 s 的对象”这个判断， 


♦ 


則为以下这些判断的无穷和所 代替： “对象化具有屬性&或者对 




象叱 具有屬性*5, 


，或者对象％具有屬性*5,或者 




o 


諾維 


• • 


• • 


科夫存假定只把能应用于无穷和“直觉主义”数学的那些推論工具 
应用于这些“和”和“积”之后，他就表明，在他的演算中，屬于这个 


演算的公式 “A” 是不能证明的。（炻果 “A” 是可以证明的，則按代替 

4 

* 

規則从其中可以引出任何公式，——特別是 B 和〜5两个公式， 
其中一个是男一个的否定，即演算是矛盾的。反之，如果諾維科夫 
的演算是矛盾的,則其中可以证明任何 公式， 包括“，在內 J 

在这里特別出色的是諾維科夫所获得的不矛盾性征明，巳經 

里 « 

不仅仅包含邏輯意义，而且_包含着直接的数学意义。即,如果我們 


有一个算术的語句函項凡幻，它对于任何整数 o: 的眞或假，能用 

I 

有穷次运算来檢驗，如果我們能够一般地征明亨字数 巧对于 n 来 
說，代《)是眞命題，則从此“純粹的”存在证明中\ k 諾維科夫所提 
出的方法，我們就能求得数《的能行的計算方法;就可以說能够把 

可能性的证明变为使可能性轉变成現实的方法。 ©. 

• • • 

?•我們在序言中已經指出，恰巧是那些学者們圍繞着进行具 

4 

有原則性的尖銳斗爭的数理邏輯和数学证明論的最有意思、爭論 

S 




① 《苏联科学院报吿》第 XXIII 卷第5期，1939年，《数学論 文集》 第12卷 C 德第 
^54卷)第2期，1943年，第231—261 頁。 

② 想較詳細地了解詰維科夫的計算的讀者，也可以参讀波茨瓦尔的著作《論一 
种計算鑫輯和和邏輯积的比例演算》[載《数学論文集》第7卷 _ C 德第49卷)，第 l " 期， 
1940年，第 65—100 頁]，其中包含着諾維科夫昧系的全部证明。 
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< 1 

. ^_ __ _ 

< 

最多的間題 ，在 塔尔斯墓的书中却簡单地迴避了。就中包括数理 
邏輯的諄論和与此有关的罗素的邏輯类型論問題，实际上这些問 
題塔尔斯基仅限于指出它們“屬于現代邏輯的最复杂的問題”（第 
n 頁）。 

其实这些問題苏联学者波茨瓦尔和諾維科夫①已成功地找到 
了一种掌握塔尔斯基这本书的基本材料的讀者完全能够懂得的簡 
单且令人信服的解法。在我們看来，这个解法甚至在初等敎科书中 
也特別値得詳細地闡述，因为这是一个昭然若揭的例子证明掌握 

唯物主义辯证法的原理对乎形式邏輯方商的工作也是多么重要， 

* » 

反之，主观唯心主义的形而上学，当一且涉及到較为精細的邏輯問 
題（比如，关于与这些問題‘联系的知象域的改变）时，又如何不 
可避免地把硏究者引入死胡同。 

8•俄国学 i 辛芬开尔 （ M . H IUeHHtt ) HHKejit , 1887、一 1942) 

的著作在数理邏輯的发展史中起着重要作用。他是敖德薩的天才 
数学象夏图諾夫斯墓 ( G . O . UiaTyHOBCKH ^ 1859—1929) 的学生。 

^夏图諾夫斯基也发表了許多有关邏輯和数学的邏輯_证的重要且 

g 

^ ■ 

- n - 

①波莢 瓦尔: 《論数理邏輯的餑論和集合論》，載《数学論文集》第 15 卷（德第 57 
卷〕第 3 期， I 944 年，第 369— 384 頁。这部著作以下列这些話 开始： “本文是以某种就 
作者所知到現在为止在已发表的与此問題有关的基本論著中尙未应用过的新 观点来 
研究設有类型論的扩充的函項計算和所謂魏哩邏輯的誶論的^这种新观点非常^单、 
明了而自然，同时以完全新的观点來提出整个脖論間題\ ' 

又参見： 

波茨 瓦尔: 《关于正常集合和謂詞的某些邏輯定理》，載《数学論文集》第 16 卷(德 
第 58 卷)第 3 期， 1945 年， 

波茨 瓦尔： 《論一种三値計算及其应用于分析古典扩充函項計算的脖論》，載《数 
学論文集》第 4 卷(德第 46 卷)，第 2 期， 1938 年/ 

波茨 瓦尔: 《关于一种三値計算不矛盾性問 題》， 載《数学論文集》第 12 卷（德第 54 
卷)，第 3 期， 1943 年。 

諾維科夫:《論遲輯諄論》，載《蕊联科学院报告》，1947,年第 L VI 卷，第5期， 
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独創的思想①。 f 

辛芬开尔在发表了以薪方式闡明对数学象来說是墓本的函数 
槪念和开辟构造邏輯浪算的新道路的深刻硏究之后，很遺擁，因重 
病很早就离开了行列。辛芬并尔在1924年根据还在1920年所作 
的报吿而发表的著作《論建筑数理邏輯大廈的榑石》，在美国邏輯 
学家和数学家凱立 （ H . B . Curry ) 和車尔赤的組合演算和^ - 变 

換演算中被广为利用。（凱立的耝合演算思想和 i 佘#•的 u S-U ' 

• • • • 

合”思想直接来自辛芬开尔；車尔赤的 X -变換演算一般地是辛芬 
开尔关于函数的思想体系的形式化。 ） 由于軍尔赤关于判定問題的 
不可解的有名結果②正是他为了上升到辛芬开尔的組合論而获得 
的，所以他觉得是能够利用来获得直接的数学結果的。比如，苏联 
数学象馬尔科夫 (A. 人 MapKOB) 就是以这神方式构成了一系列組 

9 

合.体系理論中的課題，而对于組合体系来說是不存在算法論的解 
法的③。 

9 •苏联数学象馬尔采夫 (A. 的著作《論一种获得 

群障厨部定理的一般方法》©，是論述数理邏輯的定理之一的直接 
的数学’应用的。 

. * 

递归函数論是現代数理邏 is 的一章，递归函数論表明了它同 

解析集舍論的联系，而递归函数論中的一系列結果是由諾維科夫 

4 

和他所領导的討論班的参 ii 者获得的。 

10. 应用数理邏輯的工具于电工技术問題(与构造继电器接点 

图式有关）的优先杖是屬于年®的苏联物理学家謝斯塔科夫 (B.H: 
_ 、 ■ ___ ^ 

①参見契波塔里娃关于夏图諾夫斯基的論文，載《嶔学进展》，1940年第 VII 期， 

第 314— 321 頁 # 

③参見本书§41« ， 

.③《苏联科李院报吿》，箄 LV 卷，第 7 期及第 LVUI 卷第 3 期， 1947 年. * 

® 《国立伊凡諾夫敎育李院学报》,第 1 卷第 1 期， 1941 年。 * 
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UJecraKOB ) 的。謝斯塔科夫的著作①早在1935年1月就已写好， 


可是遺慽的是沒有及时发表，虽然这部著作是他的傅补博士学位 
論文的基础。苏联工程师加武里洛夫 ( ra BpH no B ， M . A .) 汝了解較 

复杂的继电器接点图式(其中除了包含串联的和幷联的以外，还包 

4 * 

含所謂“桥式”的)結构的符号观念的課題，构造了专門的演算©。 


11. 我們对于苏眹学者关于数理邏輯及其应用的著作可以继 


績大量評述。但是我們觉得所引 ffi 的已經足够证实两个基本論 


点: 


(1) 数理邏輯之所以使苏联学者感到兴趣，首先是作为数学 
的一部分，作泠新的数学分支，这种分支具有专門的工具和据有能 . 
够值接应 $于数学和技术的結果和方法 6 . 

龜 4 

C 2) 先进的苏联学者在其关于数理邏輯的著作中，不持虛伪 

的科学“无党派性”的立場，而塔尔斯基則是以“无党派性”的名义 

来說話的，实际上这是意味着为帝国主义反动派 、煩 瑣哲学和僧侶 

主义的目的服务的。我国学者持最先进的革命哲学即唯一能与我 ■ 

» 

’們时 ’代的 眞正科学相容的哲学——辯证唯物主义哲学一-的观 

4 

点，幷准备在所有一切战綫上，包括与数理邏輯及数学的遽輯基础 
有关的問題方面，同反动势力宣战 


①《继电器接点图式代数学》在謝斯塔科夫的著作中，我們可以 指出： 《完全从 
两极构成的商极图式代数学 CA - 图式代数学)》，《技术物理杂志》，第 XI 卷第 6 期，， 
1941 年； 《利用继钽器接点图式实現的表达式的命題的特征函項的观念》，苏联科学院 
出版社，《数学丛刊》第10期，1946年，第 529—552 頁 o ' 

© 加武里洛夫的第一部著作《具有活門元件的继电器接点 图式》 发表于苏联科 
学院出版社出版的《技术丛刊》1945年第 15 S —164 頁。 



这个索引包含着在这本书中用于专門意、义的最重要的詞項和 
表达式以及正文中所列举的一些科学家的名字。跟在一个詞項后 
•面的 方括弧包含着在本书中用作与該詞項同义的一些表达式。… 

. 所有的数字都指明頁碼。粗体数字指明主要的詞項和最重要 
的 k 碼， -' ’ . 



一 回 

― h ( One ) y 61 t ~62,77 — '78,200 
— 对应 ( One - to-one correspynden - 

ce ) C 以-对应的方式把…映射在… 

(— mapping )〕， 参見:确立一个序列 
一一 ^关系 ( One-one relation ) ， 参見:一 

—函項 ， 

一一函項 (Biuiiique function ) 〔一一关 
系 Cone-one relation ) 〕，100,102 
i 个方程式的根 (Root of an equa ¬ 
tion )^, 27 

一个公理系統的实現 （Realization oi 
an axiom system )， 一种演繹理論的 
实現（一一 a deductive theory )，参 

見: 一个公理系統的模型 
一个公理系統的模型〔实現 〕， (Model 
〔 realization〕of an axiom system ) ， 

—种演繹的理論的模型 c-of a de ¬ 
ductive theory ), 116, 118 —123, 184 
—个关系的前趋 (Predecessor with 
respect to a relation ), 85, 96 
一个关系的后域 ^ Converse-domain 
〔 Counter - domain〕of a relation ), 


SC 5 

—个关系的后继 (Successor with res ¬ 
pect to、a relation ) ，85, 96 

一个关系的否定关系〔余关系〕 ( Nega ¬ 
tion CComplemenO of a relation )， 

88, Uli —个語苟的否定式 （一 of a 
sentence ) ，16, 184 

一个关系的逆关系〔逆关系 〕 (Converse 
of a relation C — relation 〕）， 90， 

m ;— 个語句的逆語句〔逆語句〕 （一 
of a sentence 0— sentenced ) > 29, 

42 — 44^167 

一个驾冥的舞果 (Result of an opera ¬ 
tion ), 105> 160 

一个运算的右的单 位元素 CRight-Iiand 

unit element of an operation ), 205 

• ： 

一个运算的左的单位元素 （ Left-hand 

▲ 

unit element of an operation ), 205 
—个命題的推导（演繹 ） (Derivation 
〔 deduction〕of a statement ) >114 
一 个函項的値 （Value of a function )， 

参見： 函項値 *， 一个变項的値 （一 -a 

variable ), 4； 应变項的値 C - the 

dependent variable ): 自变項的廬 
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m 


引 


C -- independent variable ) ， 

97, 又 . 参 見 : 函 項値,主目値 
一个函項的相应値 (Corresponding 
value of a function) ， 96, 100 
— 个析取式的可兼的意义 (Non-exclu¬ 
sive meaning oi a disjunction)，18 
— 个类的势 （Power of a class) ， 参見： 
一个类的基数 

一个类的元素 (Member of a class 〕， 
参見： 元素；合取式的元素 C-of a 
conjunction) 〔邏輯积的因子 1 ， 17 ;析 

取式的元素乂 - a disjunction ) 〔邏 

輯和的被加項〕， 17-18 r 

- 个类的基数〔元素的数，权 〕 (Cardinal 
number〔number of elements, po¬ 
wer^ ), 66,76—77,102 

一个相应的 函項値 〔給函項指定一个値〕 
(Correlate 〔 assign〕a value oi a 

function), 96> 100,105 

一个眞値表的行 （Column of a truth 

I 

table) ， 38 — 39,140 


一元运算 (Unary operation), 105 
— 多关系 (One-many relation) ， 参見： 

函項 、 

一 条綫段的长度 (Length of a seg- 

i 

ment), 92,101 

一种公理系統的解釋 (Interpretation 
of an axiom system), —种演釋的 

理論的解釋 C - a deductive tlieo - 

ry),116, 11H20, 183— 184, 194 — 

195. 199 、 • 

一致的〔无矛盾的〕公理系統 （ Consist- 
ent 〔 rion-contradictory〕axiom sys* 

tern 〕， 一致的（无矛盾的 : f 演繹理論 

* 

(Consistent Cnon-contTadictoryD 
deductive theory) ， 129 —132, 192 — 

193.199 

— 般集合論 (General theory ^ of sets)， : 
65—69,102—103 

二画 

几何 （ Gebmetry 〕， 60 ， 67 ， 115—116, 


— 个符号的外形 (Form of a sign )， 
109 


— 个蔬函式的前件〔假設 〕 (Antecedent 


f 

〔 hypothesis〕of an implication), 

20—22,29—26,28—29,42,45j46 

— 个 II 函式的后件（結論 ） 〔Consequent 

_ 

、 

Cconclusion) of an itnplicationj , 


* 


—28, 42,46, 167 

“ 个蔬函式的結論 (Conclusion of an 
implication), 一 个定理的結論 (Con- 
clusion of a theoieirl), 26 — 28 ; 又 

参見:后件 

— 个蔬函式的假設 （Hypothesis of an 

implication) ，一 个定理的假設 (； - 

*a theorem) ， 26―27, 28? 又参見：一 

个蘊函式的前件 


125,132 ， 

几何图形 (Geometrical configuration) 
mm c- figure), 点的集合 (point 
set) 〕， 60,65, 67, 125, 132 几何的相 
等 C 一 equality ) 〔几何图彤的相等 
(equality cr£-figures) 〕 ，印， 93^-94 
二元运算 CBinaxy operation) ， 105 ;二 
元关罙 （一 relation), 参見:两項关系 
二値函項 （ Two-vajued function 〕， 99 


三 画 

小于〔小于透个关系 〕 (Less than Cre- 
lation of being smaller 〕） ， 94, 147 
—149,155, 162,187,201 ，小于或等于 
〔至 _ ^ 于〕 C—<r or equal to Cat 
most equal)),30? 154 


大于〔大于这个关、系 〕 (Greater than 
〔relation of being greater 〕）， 94 ， 

147—148,162 

个体 〔 Individual) ， 65, 70 ， 85 
子类 〔 Subclass) ， 72 
三分 CTrichptomy) ， 参見 : 与分 _ 
三段論 （ Syllogism) ， 参見: 三段論定律 
中的 Barbara 式，直言三段論定律，假 
言三段論定律 

三項关系 （ Three-termed 〔 ternary 〕 

4 

relations ), 三項函項关系 C 一 : tunc- 
tional relations), 103—105,173 
习玉德 (E, Schroder), 85,1J5 

四 画 

不 (not) ， 16 —18,36 

不等式 （ Inequality) » 27,84,168 ;在狹 
■ 

义的意义上的不等式 〔Inequalities in 
the narrower sense ), 在广又的意 
义上的 不等式 (Inequalities in the 
wiker sense) ， 157 

■ 不齐 ” 的类 Clnhomogeneous’ class), 
71 ' 

不可兼的类 (Exclusive classes) ， 参見 : 

不相交的类；析取式的不可兼的意义 
C 一 meaning of a disjunction), 18 
不可兼的类 (Mutually exclusive clas¬ 
ses), 参見 : 不相交的类;彼此独立的 

♦ - , 

公理〔 ― inde|)e:adeixt axioms) ，参見 : 

独立的公理系統；互相独立的基本詞 
項（ - primitive terms) ， 参 見:互 

相独立的基本齒項的系統 
不对称的关系 (Asymmetrical rela¬ 
tion), 91,95, 111, 149,153 
不傳递的关系 (Intransitive relation), 

108 

不自反的关聚 (Irrellexive relation), 


91 ， 94—95,111，158 
不同瑕的表达式 (Non-equifofm ex¬ 
pressions), 不同形的符号 C — signs ) ， 

10 » 

不完全的公理系統 (Incomplete axiom 
system) ， 不完全的演繹理論〔一 
deductive theory), 130—131，195 
不定义的詞項 （Undefined term ), 参 
見 : 基_詞項 、 . 

不相同〔不是同一的 ） （Different from 
〔not identical with〕〕，52 
不相交的〔不可兼的 ) 类 (Disjoint Cmu- 
tually exclusive] classes) > 72 一 73 ， 

、 81,138 

引号 (Quotation marks 〕， 55, 57 —58, > 
63—64 

无穷 (Infinity 〕， 参見: 无穷公理 
无穷类 (Infinite class) ，你 一 78,102 
无穷倒退 C—regress) Cregressus in 
infinitum 〕 ， 114, 127 i 

无理数 (Irrational number 〕， 1 ， 79, 
194,202, 208 

无矛層的公理系統 CNon-contradicto - 
ry axiom system )， 无矛盾的演釋理 
論 C—deductive theory) ，参異 :一致 
的公理系統 ^ 

元素 (Element (s)) ， 参見： 运算的单位 
元素 i 一 个类的无 : 素（一 〔member 
(s)〕of a class) ， 66,67,69 — 72 
元邏輯与元数学 CMeta-logio and 

4 

meta-mathematics) ，134 
公式 (Formula) ，3 . 

公設 (Postulate) ,114, 又 参見: 方法論 
的公設 

公理〔基本命題 〕 (Axiom (s) (primi¬ 
tive statement(s) 〕）， 113 — 115 ； 

連續性公理（戴德鏗公理，連績性定 
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5 


t 




律〕 （—of continuity> (Dedekind^s 

一， law of continuity 〕） ， 202, 206 ; 无 

穷公理 C-of infinity), 79, 125, 

% 

213 ； 公理系統 C— system .〔system 
of axioms)) , ^17 ， 119—120,131 — ' 

f 

132, 138, 146, 151, 180, 182 —192 ， 
199—201,203—211 
否理的系統 (System(s) of axioms ), 参 

見：公理系統 i 彼此独立的益理系統 
( mutually independent axioms), 

参見 : 独立的公理系統;互相独立的基 

•• * 

本詞項的系統 （”-- primitive 

terms) , 参見： 独立的基本詞項的系 
統 ; 詞項畔系統 — terms ), 基本詞 

項的系統 C - primitive terms) 

126,192, 198 } 語句系統 C - senten- 

ces),i ， 126，184 

公理的选擇 (Selection of axioms) ， 125, 

180 i 基本詞項的选擇 C - primitive 

terms) ， 125, 180 
分析 (Analysis) >79 
分离 (Detachment) ，参見:分离規則 
分数 (Fraction) ， 1，79 
分觊律 (Distributive lawCs ))( 在算术 
中）， 206; 分配律 ( 在語句演算中 ) ， 50; 
分规律（在类的逋論中 ） 82 ;分配运 
算 C—opeTation) ，206 

分隔两个数的集合 (Separate two 

sets of numbers) ， 202 
* 

方法 127, J32 ; 构造 

語句演算的方法 C 一 of constructing 
sentential calculus) ， 140—141 ; 方程 
式方法 C —of equations), 11 * 凭借解 
，釋的证明方法 C 一 oi proof by inter- 
pretation ) 〔展示模型的证明方法 

C - exhibiting a model )〕， 

121 ， 183~184 s 187,199〆 眞値表的方 


法 （一 of truth tables C - matri- 

， I 

ces 〕） ， 35, 37—41 ； 140, 145 
方法論的槪念 CMetHodological con- 
cept), 方法論的詞項 (— term), 133 — 
134; 方法論的定律 C - law) 122-123, 
199; 方法論的公設（一 postulate )， 方 
法論的原貝 0C~ principle) ， 123, 127, 
185 # 

反語句 (Inverse of a sentence CXnver- 
se sentence]) > 42 — 44,167 ； 反运算 

( - an operation) ， 170 — 171 

双重否定 (Double negation) ， 参 見:双 
重否定定律 

13 常語言 (Everyday 〔 common ， or¬ 
dinary) language) ， 8,16, 18 —19, 21 ， 
23—25,28,57,155 

i 

* 

五，画 

布尔 (G Boole,) * 16, 66 
主目 (Argument) ? 参見： 有一个，两 

个 _. ，变項的函瑣 ; 主目值 c 亩变項 te ， 
96,97, 100— 101 

半綫 （ Half-line) ，101 

兒应 (Correspondence) ， 参見： 建立一 

个 - 对应 

对于任何 (For any) 〔对于任意 （for 
arbitrary*) ， 对于毎一 (fox every) 3 , 
5,6,13,34—35,40,148 
对称的关系 （Symmetrical relation) , 
91 一 &2,111，118 

矛盾 (Contradictton) ，声 見: 矛盾律 
矛盾的語句 (Contradictory senten¬ 
ces), 16,129— 130 ' ， 

Clnconsistent axiom 
system) ，矛盾的癥繹理論 (- deduc¬ 
tive theory) ， 130,1 梦 
正数 (Positive number) , 1 ， 67,101— 
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102,194,203 

代数 (Algebra) ， 1 ， 27,79,97 
代數方裎式 (Algebraic equation )，：!， 
4; 代数式 C—expression) ,4 ?代数和 
C 一 sum) ， 174 1 代数分式 （ —fraction) r 
27 

代数表达式的变換 （Transformation 
of an algebraic expression)162, 
皮尔斯 （ Ch, Peirce), 12,35,84, 103 
、未知数 (Unknown)，4 

m 邏輯 cold logic), 参見： 傳統邏 

輯 

弗萊格 (G. Frege) 16,79,128,141 
兰福德 (c. H. Langfordt) ， 参見：路县 
士与兰福德 . 

归讓法 (Reductio ad absurdum )， 参 
見 : 間 接征明，归謬律 
卡尔納普 CR CaxnapX213— 214 
叫作部分 (Comprehend as a part ) (叫 
作眞正子类 （Comprehend as a pro¬ 
per subclass) ，_ C 叫作子类 (Compre- 
hend as a subclass)^» 72 
必要条件 (Necessary condition) ， 26 务 
必要而且充分的条件 C—and suffi¬ 
cient condition) ^ 30 

四項关系 CFour-termed relation )， 四 
項函項关系 （—functional relation )， 

103—104 

可反的运算 (Invertible operation ) ， 

4 

160; 205—206 

4 可行的运算 (Performable operations) 
160,182 ^ 

左反运算 (Left inverse of an opera¬ 
tion) ,171 

i 

左分配的运算 (Left-distributivg ope¬ 
ration^) , 206 

左可反的迄算 CLeft-invert 〖 l?le opera - 


tion) ， 160 

左缘調运算 CLeft-monotonic opera¬ 
tion) > 162 ' 

右反运算 （Right inverse of an ope¬ 
ration), 171? 等式的 ¥ 方 C-side of 

an* equation); 不等式的右方 C - 

inequality), 157 ； 等値式的右方（:一 
- -^equivalence) , 29 

右分配运算 (Right-distributive ope- 

1 

ration) , 206 

右可反运算 (Right-invertible opera¬ 
tion), 160,482 

右单調运算 (Right-monotonic opera¬ 
tion), 162 

包含 … 作为一个冗素 (Contain as an 
elementC - a member〕〕，66 

由所有数构成的集合 , 使得 （Set of all 

numbers such that) ， 67 — 69 

\ _ 

以 _^ 一对应的方式把 … 映射在 … (Map 
in a one-to-one manner) ， 参見：确 

立一个序列 

\ 

六 画 

、 ， • 

字 (Word) ,56—57,110 
有 (There is 〕， （ ― are)C — exists 〕 6— 
10i 最少 , 最多，恰恰有一个 C--at 
least，at most, exactly, one ), 最 
少，最多，恰恰有两个 （——at least, 
at most, exactly,two), 27,61 —62 ， 
77— 78, 373 • 

有 〔For some)，6 
有穷类 (Finite class), 76— 79, 102 
有序交換群 (Ordered Abelian group), 
185, 187, 196,203 ； 排成一个序列的类 

Oclass )， 94 , 197, 202 ； 有序域 C — 
field) ? 205 

同一〔等于，相同 〕 (Identical with Ceq- 



» 


ual to, the same as 〕）， Si —52,54 ， 

a 

55 

同一（遲輯的同 一 〕 （ Identity〔logical 
一 〕）， 51— 53, 55, 69, 84, 89, 92,95 
97 —98; 类的同一 C—of classes )， 性 
质的同 一（一 of properties), 72,92, 
96 } 关系的同一 C —of relations) , 
89,92, 

同义的 (Synonjrmous)> 92 
同形的表达式 CEquiform express¬ 
ions) 7 同赵的符号（一 signs)， 109 
自反 CReflexivity) ， 参 見：自 反定律 
自反的关系 〔Reflexive relation) ， 90— 
92 , 111，118 , 

自然数 （Natural number), 77—78, 

102,200 - 

• 自变項 ' ^Independent variable” ），97 
自由 变項 (Free[real] variable), 
9— 10,13, 66—69, 84,86, 110 
而且 (And) ， 16,17,33, 36 、 

合成 （ Composition) ， 参 見 : 合 成律；关 
系的合成 （Composition of rela- 
tions) ， 参見: 相对积 
合取式 (Conjunction), 参見 : 語句联詞 j 
語句的合取式〔邏輯积〕（一 Clogical 
product〕of sentences 〕， 17,47 

任何 (Any) ， 参見:对于任何 
任意 (Arbitrary), 参見: 对于任何 
关系 (Relation Cs)) > 84—'100,106— 108, 
110—112,1X8^119, 133, 158, 162— 
163,187,197, 201— 202 } 类与类間的 
关系 （Relation among classes )， 参 
見 : 类与类間的基本关系;数之間的关 
系（一 一 numbers) 、 153i 大于这个吴 
系 C—of being greater ), 小于这个 
关系 （ — of being smaller) , 参 見:大 
于 , 小于 ; 第一級，第二鈒 … 关系 C—of 


Ae first ， second,**• order),85 

笑系的前城 (Domain of a relation 〕， 

85 

关系的相对积 C 关系的合成 ） (Relative 
product of〔composition olD rela¬ 
tions), 89, 99, 159 ; 关系的相对和 
(Relative sum of relations ),90 
关系的絕対积 (Absolute product ot 
relations) ， 89 

金类 CUniversdl class) ， 70,73,76,85, 
91， 161’； 全称量詞 (—quantifier) *7 
10， 35, 40, 45, 61， 62; 全关系 C 一 
relation), 87 * 全称語旬 C—sentence) 
C 具有普遍性质的語句 CSentence of 
a universal character) 〕 ， 5, 7 
全等的几何图廢 (Congruent geome¬ 
trical figures )， 60， 92,116—117, 
118 

名称 (Name) ^56— 57,63—64,134 
交換 (Commutation) ， 参見: 交換律 
交換域 （Commutative field) ， 206 ; 交 
換律 ( 在算术中 ) (Commutative law) 
5, 161-162, 206 ; 交換律 C 在語#演 
算中 ) ， 41; 交換律 (: 在类的理論中)， 
75; 交換运算 (Commutative opera- 
tion) ， 160, 171， 182, 205—206 
伐拉第 (G, Vailati),150 

n 

式 (Polynomial) ? 27 
多項关系 CMany_termed relation )， 多 
項函項关系 C— iuhctional rela¬ 
tion), 103—104,105 

多値 函項 （ Many-valued function )> 
99 

多余的公理 (Superfluous axioms ) ， 
127 , 180, 182 5 多 余的基 本詞項 C — 
primitive terms) ， 127,185 
至多等于 CAtmost equal )， 参見： 小于 


I 


或等于 

存在量詞 {existential quantifier), 7 
61，62 ;存在語句 〔絕对 的存在語句， 
具有存^性质的語句〕 C_ sentence 
〔absolutely — —， Sentence of an— 

• character〕） ， €~7 
扫… 情形下 (In case that)，33 
在…前的理論 (Preceding theory) C 在 
* • ‘前的学科 C — discipline), 作为前提 
的旱論 (presupposed theory) 〕 ,115, 

124, 132, 146; 先于数的集合 C-set 

✓ 

of numbers), 202; 詞典序列的在前 
的字（一 word in lexicographical 
order), 110 

华沙中心 (Warsaw center), 134 
.紉 果… ，那么 (If—, then),16 f 20—26, 
33, 36 

4 

如果，而且仅仅如果〔当且仅当〕 （If, 
and only if) ， 29—31，36 

共朗語句 (Conjugate sentences)， 42, 
44,50 

約束〔假〕变項 (Bound 〔 apparent 〕 
variable) ， 10—11,13,68 
' 专逮关系 （Transitive relation) s 91 — 
SB, 111，118,149, 158 

^ 传統〔亚里士多德的，旧的〕邏輯 (Tradi- 

_ 聲 

tional 〔 Aristotelian ， old 〕 logic 〉， 
xxii ， l5,74 

导出眞値表 (Derivative truth table )， 
38, 140 

亚里士多德 （Aristotle)， 16 
亚里士多德的邏輯 CAris totelian lo- 
gic), 参 見:溥 統邏輯 . 

后件， 結論，推論 （Consequence)， 26— 
28,133,184 

列斯尼夫斯基’ （S. Lesniewski), 128, 
134 


七 画 

李 CS_ Lie) ,161 
两 OVo〕，61 
两項〔二元〕关茶 （Two-termed Cbina- 
ry〕relation) ，两項 ® 項关系（一 tunc- 
tional relation) ， 103 — 104, 105 
两重余类 (Double complement)， 参 
見:两重余类定律 

每一 (Every)， 8,74;又 参見： 对于任何 
条件 (Condition )， 3, 26 

■ a 

条件語句& (Conditional sentence)， 参 
見: 蘊函式 

条泮的存在語句 (-Conditionally exis_ 
tential sentences)， 7 
序列 〔Ordfcr), 参見 f 确立一个序列，数 
的次序的定律；一个类的級 (-of a 

class) 65, 71, S5;— 个关系的級 （ - 

a relation) ， 85 

序列关系 〔Ordering relation) , 94— 

95 

诳明 （Proof)，1，U，44— 46,114,118, 

122, 127—130; 凭借解釋_£明 C— 
by interpretation) > 123 , 194 s !)3 讓 
证明 C 一 by reductio ad absurdum) ， 

参見:間接证明 
納盖 (E. Nagel) >216 
运算 (Operation (s)), 103, 105, 159 — 
160, 171, 173, 182—183, 187, 205— 
207? 类的运算 C—on classes)，74 — 
76, 89; 关系的运算 (‘oi relations)， 
87,89—90 

运算子 (Operator)，7, 9 — 11 ， 61， 69 
运算的阜位元素 （Unit element of an 
operation), 205, 207, 209 
車尔赤 (A, Church) ,132; 2 16 
亨丁頓 OS* V* Huntington) ,135, 200, 
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212 

貝安諾 (Cr. Peano) ， 116,200 ' 

貝尔納斯 (P. Bernays), 13-1, 215 

伽罗华 (M. Galois), 160 
# 

* 应变 j 頃 ” C**Dependent variable”），97 
我們說 (We say that) ， 31—32 
怀特海 （ A. K Whitehead) ， 16, 79j 
评特海与罗素， 16,79, 214* 

希尔伯特 CD, Hilbert), 1H3, 131,134, 
200; 希尔伯特与阿克曼（二 and Ac- 

kermann) ， 215 ； 希尔也 特与貝尔納 

d % 

斯 （一 and Bernays),215 ^ 

充分条件 (Sufficient conditioa), 26 

I 

词典序列 （Lexicographical order), 
110 \ 

判定問題 (Decision problem) ， 129» 
131—132,145 

克朗納斯 ① iodorus Cronus) j 24 
作为前提的理論 （Presupposed theo¬ 
ry) 〔作力前提的学科 （一 disdp- 
- 1 —) 〕，参見 : 在…前的理論 
完全的公理系統 （Complete axiom 
system), 完全的演 繹理說 CComple- 
te deductive theory) > :129 ， 131 — 
132,146,19 3; 完全的证明 (Complete 
proof ) ， 44,129, 150 

这就是所要怔的 （ Q. e. d.〔quod erat 
demon 5 tr andum} ), 152 
瑕式的指謂 CSuppositio {o: 〔 maIis )， 实 
质的指謂（一 materialist，57 
形式化的演繹理論 (FormaUzed dedu¬ 
ctive theories), 127,140 -141T 
那 (The〕， 98 . 

那么 (Then), 参見 : 如果…，那么 

A 画 

和 （ Sum) ， 参見 : 代数和 5 类的和（一 of 
< 


〔 union〕oi classes) ， 74; 数之和〔相 
加的結果〕（一 of〔result of adding 〕 
numbers), 148 ； 关系的和（一 〔 union 〕 

4 

of relations), 885 語句的和（一 of 
sentences) ， 参見: 語句的析取式 

或 COr), 16, 18—20, 24,36,133,154— 
155 

或者 … 或者 (Either … or) ， 18,153 

表 CTable) ， 参見: 眞値表 

表达式 C 一种語言的表达式，語言的表达 
式〕 （ Expression(s) 〔一 oi a langua¬ 
ge* linguistic — 〕）， 55 —60，61 —64 ， 
66— 69,78, 83,100, 109 ;包含变項的 
表达式（一 containing variables) , 
2—4 

表乐一神性质 （Express a property )， 
69*, 表示一种关系（一 a relation )， 
86,100 

表示 — 个指示詞 （Stand tor a desig- 

nation), — 个名称 (-- - name )， 

表示一个語句 C - sentence) ， 4— 

5,64 : 

定义 (Definition) ， 30, 114— 115,127— 

* 

128,144, 171— 173 

定义与证明的形式化 (Formlalization 

* 

oi definitions and proois) ， 127 ‘ 

定冠詞 (IJefinite article), 98 

定律 (Law(s)) ，参見 : 断定了的命題;数 
的加法定律 （—of addition oi num¬ 
bers^, 159, 161—162, 不对称律（一一 
asymmetry) , 149 ；閉系統定律 C 豪伯 

定律〕 （ - closed systems CHa- 

uber’s- 〕）， 166—1G7 交換律 （~ — 
commutation)> 143; 合成律 （― — 

composition), 136; 逋通性定律 ( - 

connexity) ， 153,186; 連績性定律 （— 
— continuity) ， 参見 : 連續性公理;矛 


I 


f 
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盾律 （ - contradiction) ， 41 ， 130 j 

又 参見 : 类的理論方面的矛盾律;逆反 
定律〔易位定律〕 （ - contraposi¬ 

tion C transposition 〕） ， 43—44, 

166, 167 i 演繹法定律〔演繹定理〕 （一 
— deduction〔deduction theorem 〕)， 
121—123,184,199 5 稠密性定律 （-— 
density), 201 •, 两重余类的定律 

( - double complement), 82 } 双重 

否定定律 （ - double negation )， 

50 ; 等式和不等式的等价变換定律 

I 

(- — equivalent transformation of 
equations and inequations) y * 168, 

174; 排中律 （ - excluded middle )， 

41,X30 f 又参見：类的理 Ji 方面的排 

中律;同一律 C - identity) ， 35 ;又 

参見 : 类的理論方面的同一律;不自反 

律 （ - irreflexivity), 149,151; 单 

調定律 （ - monotony )， 162,174, 

206* 数的次序的定律 （-， order 

I 

iot numbers) ， 147 ， 149; 1 扫謬律 

( - reductio ad absurdum), 150} 

、自反定律 （ - reilexivity ) (在同 

一理論中）， SS ， （在类的理論中)， 

72 、 右分配律 （ - right distributi^ 

vity), 206; 右可反性定律（一一 right 
invertibility) ， 161 ， 20 心語句演算 
的定律 （一一 sentential calculus) , 

33 ，35， 40 ， 42, Jl ， 64，82，140 

一 141 ， 146 } 数的减法的定律 C-— 
subtraction of numbers) , 174 、对称 

定律 （ - symmetry),SSj 重言 定 #: 

( - tautology) ， （在語句演算中 〔in 

sentential calulus 〕） ， 41 ;(在类的理 
論中 〔in the theory oi classes 〕 ),75 ； 

类的演算的〔理論的）定律（一一 the 
calculus 〔 - theory〕of classes ) ， 


72 — 76 ， 82 ) 156 — 138 ; 直言三段論定 

律 （-- the categorical syllogism), 

73, 74, 81; 假言三段論定津 （-- 
the hypothetical syllogism) ， 36, 

142 ；三段論定律中的 Barbara 式 

C - the syllogism Barbara), 74j 

同一理論的定律（一 —the theory 
of identity )， 52, S 3，92;关系理論 
的定律 （ - the theory of rela¬ 

tions) ,118, 158,197； 傳递定律（一一 
transitivity) (在算术中 〔in arith¬ 
metic) 0 , !49，（在同一理論中 〔in the 
theory of identity〕）* 55，（在类的 
理論中 Cin the theory of classes 〕） ， 

72 5 易位定律 (- transposition ) ，参 

見 : 逆反定律 ; 强三分律（一一 tricho¬ 
tomy 〔 strong 〕 ）， 153 ，弱三分律 
(weak), 149 

定理 (Theorem) 〔被征明的命題 (pro- 
ved statement) 〕 ， 1 ， 114, 12B —129 
图形 (Figure) ， 参見 : 几何图形 
图形 (Configuration 〕 ， 参見: 几何图形 
© 解法 的方法 (Graphical method) » 
125 } 

县位 (Transposition) ， 参見：逆反定律 
空类 (Empty class. Null class)， 70 
73,76 s 空关系（一 relation) , 87 
学科 (Discipline) ， 参見: 理論 
罗素 （ B. Russell), 16,71,79,213,214 
罗 棄荐論 (Antinomy of Russell), 71 
性质 (PropertyCies)) ， 52, 54, 69 ， 74, 
90* 运算的性质 （—oi operations), 
105} 159 — 160, 关系的性质 （ - re¬ 

lations), 90,92,94,96 5 111，118 

I 

变項 (Variable), 1“5,45,64—65,85— 
86,96 ， 104 ， 13\ 变数（ “― mirnber ”）， 

变量（ “ -quantity” ）， 2,97 

• t 
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面項 C 函項关系，一多关系 〕 (Function 
CFunctional relation^ one-many 
relation 〕）， 96—102, 103—105 ; 有 

一个，两个二变項的函項 （一 of one ， 
two*- variables C 有一个，两个…主目 
的函項（一 with one ， two. •. argu¬ 
ments^), 104 ； 函項值〔一个函項 
的値，应变項的値（一 value〔value 
of a —， value of the dependent 
variable 〕）〕， 96 —97, 的 * 100 
函項关系 CFunctional relation) ， 参見： 
函項 ; 又見 : 四項关系，多項关系，'三項 
关系，两項关系 

面項演算 CFunctional calculus ) 〔量詞 
演算 （Calculus of quantifiers )， 假 
变項的理論 > (theory of apparent 
variables)〕 ，62 , 

实数 (Real number (s)) ， 1,147- 148 ， 
200; 又参 見:数 

实质 IS 函 〔Material implication ， im¬ 
plication in material meaning) 3 ^3 

—24,41 

命題 (StatementO, 参見： 断定了的命題 

•* 

命題演算 （Propositional calculus), 

参見: 語句演算 ’ 

所有 (AU)，8 

阿克曼 CW. Ackerman) , 215 
阿貝尔 (N. H* Abel) > 160 
阿貝尔群 (Abelian group) ,160 
非負数 (Non •: negative number ), 非負 
数的整数 （一 integer) ， 77,101—102 
波斯特 (E. L. Post), 132 
波察諾 (B* Bolzano,), 103 
欧儿里德 (Euclid), 115 y 
杰尔哥納 (J, Gergonne), 73 

单調运算 (Monotonic operation), 162 , 
206 


单値函項 (Single-valued function), 99 
单称語句 （Singular sentence) ， 7 
高等几何 （Advanced geometry), 132 
' 经驗科学 (Empirical scienceCs)),xxii 
— xxiii ， 99i 213 

直言三段論 (Categorical syllogism), 

参見: 直 零 三段論定律 
构造論方法 (Constructive method )， 
216 

承认前阵的推理規則 （Modus ponens 
rule) , 参見: 分离規則 
“空虛地 ” 被滿足的蘊函式 (■ Vacfaous- 
ly n satisfied implication), 73 

九 画 

点 （ Point) ， 65,101—102,125,175 ,参 
見: 点的軌迹 

点的集合 (Set o£ points), 参見： 几何 
图私点的 軌迹 ; 数的集 f (— -num¬ 
bers ) , 整数的集合 （ - integers), 

• 65? 66,120,121 ， 147, 161, 187, 194, 
201—202 

点的軟迹浙有点的集合 〕 (Locus of 
^the points〔Set of all points) ),67 
类 (Class (es)) 〔集合 (Set(s ))〕 ,65- 80 
81—85, 87, 89, 101—103 } 甶所有事 
物构成的类，使得 ， (Class of all 
things such that), 67 ― ;69; — 級类， 
二級类 . (Class of the first, second, 
“ order )， 65,71， 85 
类的包含 （Inclusion of classes)*, 71, 

73,84,95; 关系的包含 ( - relations), 

87 

类的交〔钥〕 (Intersection 〔 product〕of 
classes) ， 74; 关系的交 （ —— rela* 
"tions ), 8S 








类的积〔交 〕 （Product of [intersection, 
of 〕 classes), 74; 数的积〔 … 乘…的 

結果 〕 C -〔: result of multiplying! 

numbers),203 ； 关系的积〔絕对积， 
交〕 （一一 〔absolute - ， intersec¬ 

tion of] relations), 88—89^ 誇句的积 

( - sentences ) ， 参見: 合取式 

类的加法 （Addition of classes) > 74 一、 

75 ， 82; 数的加法 （ - numbers )， 

159, 161-1G2, 206 ；語句的加法 C 一 一 
sentences) ， 参見：語句的邏輯加法 
类的乘法 （Multiplicationof classes )， 

76 } 数的乘法 （ - numbers), 

205— 207} 語句的乘法 （ - sea ten- 

ces) ， 参 見:語 句的薄輯加法 
类的余类 （Complement of a class), 
76, 83,105; 余关罘 ( 否定关系 )(Com- 
plement 〔 negation〕of a relation), 
88,111 、 

类的澳論方面的矛盾律 （class -theo¬ 
retical law of-contradiction), 76; 

类的理論方面的摩根定律 (Class- 

4 

theoretical law oi De Morgan ),82} 

类的理論方面的同一律 ’ (Ckss-theo- 
retical law of identity), 72,95} 

类的理論方面的排中律 (ClasstKe- 
oretical law of excluded middle )， 
76 

类与类間的基 本关一 (Fundamenta 

relation among classes) 71 — 73 ; 数 

之間的基本关系 （ - numbers), 

149 ；基本眞値表 （— truth table) ， 33, 
140 

某一 (A certain), 8 
^ ： ^(Some), 8 、 

遂反 ^Contraposition) ， 各見:逆反定律 
逆反語句 （Contrapositive sentence )， 


42,44 

相異① iversity),84,89,95，154 
相等 （ Equality )， 51,58—60, 84,92, 

t 

94 ；几何圓形的相等（一 of geome¬ 
trical figures!) , 60, 94 ；数的相等 
(― oi numbers) ， 59—60 
相交的类 （Intersecting classM ， Over¬ 
lapping classes), 72—73 ; 相 交关系 
〔Overlapping relations), 84 
相等的类 (Equivalent classes), 参見： 
等数的类；相等的数 C—numbers), 
12b; 等値的語句 ( 一 Sentences) ， 29— 

32, 50; _ 等式和不等式的等价变換（一 
transformation of equations and ， 
inequalities) ， 参 見:等 式和不等式的 
等价变換定律 ' 

冠詞 (Article) ， 参見: 定冠詞 — 

科学 (Science) ， 参見: 理論 
科学語言 （Scientific language) ， 22 ;科 
学理論(一 theory )，1 
括弧 (Parenthesis) ，36 
負数 （Negative number) » 負的整数 ' 
(— integer)* 1,79> 101 ， 102,194 
复数 (Complex number) »1,200,212 
指示 (Denote 〔 designate 〕 ）， 2, 4— 5,15 ， 
27,58,99,100,133 

指示詞 (Designation)( ‘ 摹状詞 * CMes- 
criptiorx 11 〕）,4 —5, 55—56,58 
指示 (摹 状) 函項 (Designatory [desc¬ 
riptive) function), 4,5,27,69,100 
语詞 (Term( ； S )) ， l，15 
培法 (Syntax), 参見: 運輯語法 
错言 (Language) ， 56—57, 参見 :尽 常語 
言，科学館言 、^ 

■ 

* 

语言的表 (Lii/guistic expression 
( S ))， 参見:表达式 

语句 （Sentence (s))»l —3,5—9,1 这一 
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20，21 —23 ， 56—58 ， 63—64，126 


128,130—131 ， 146, 183—184 ； 具有存 
在性质的語句 （_of an existential 
character), 参見 ：存在 語句；具有 

普遍性质的語句 （ - a universal 

character) ， 参見:全称語甸 

语句演算 ( 命 題演幕 演擇琎論） （ Sen- 
tential calcultis〔propositional cal¬ 
culus, theory of deduction 〕）， 16, 
51 ， 64, 82, 131,140-141,144—146, 
212; 語句联詞 (Sentential conjunc¬ 
tion), 16$ 語句函項 （Sentential 
function); 2 — 6,9 —10, 12,34,36 — 
37,39, 45i 66—70,84,86, 100, 118, 
122,128, 140—141 ; 語句庇項 CSent- 
ebtial variable) ， 34,45, 64 

语句的析取式〔邏輯和 〕 (Disjunction 
〔logical sum〕of sentences 〉， 16,17, 
20,37, 133,154 

培句白勺灞輯加法 （logical addition oi 
sentences)35,41 ， 50 ; 潘 念（一 con¬ 

cept) > 躍輯常項（一 constant )、， 運輯 
語詞 C-term), 15, 51,77—78, 106, 
115, 128, 133, 214 S 邏輯的同 一（ 一 
identity) , 参見：同 一 ；邏輯定律 
(-laws), 15, 50—52 ， 73— 74 ， 79, 
106, 115, 130 ；語句的邏輯乘法（一 
multiplication of sentences)* 34, 
41, 50 } 語句的邏輯积（一 product 
of sentences) , 参見；合取式；語句 
的邏輯和 ( — sum of sentences), 

参見： 語句的析取式 ; 邏輯符号 （一 
symbol,—symbolism), 36, 41 ， 53» 
67—68,70,75—76, 87—89 ， 98—99, 
100, 104, 138, 141, 144, 145, 150* 

邏輯語法与演繹科学的語义学 （一 
syntax and semantics of deductive 


sciences), 134, 邏輯类型（一 type 
(s))，71 

语句的等价的系統 （Equipollent sys¬ 
tems of sentences), 162,182, 186 
187 ? 等价的詞項的系統 (Equipollent 
systems of terms) ， 126,192, 198 
语句演算中的規則 (Rule Cs)in senten¬ 
tial calculus), 140; 定义規則 （一 df 
definition) ， 32, 127—128, 144 ; 分 

离規則 c 承 u 前件的 te 理規則〕 （ 一 — 
detachment 〔modus ponens 〕) ， 

45,46, 141—145; 推理規則〔怔明規 

■i 

貝 IJ 〕 （ - inference C - proof 〕） ， 

46— 47,51 ， 128—129,134,141 
梧又学 (Semantics), 参見: 羅輯語法与 
焐义学 

结合律 (Associative laws) ( 在算术中)， 
161 ， 182; 結合定律 ( 在語句演算中)， 
41; 結含定律 ( 在类的理論中）， 75 ;結 
合的运算（一 operation )， ifeO, 182 
重言式 〔 Tautology) ， 参見: 重言定律 
选擇公理 (Multiplicative axiom) , 213 
独立的公理系統 (Independent axiom 
system), 公理彼此独立的系統 （A 

S 

sys tem of mutually independent 

axioms),127,183 ; 独立的基本詞項的 

、 

系統 (— system of primitive 
terms ), 互相独立的基本詞項的系統 
(System of mutually independent 
primitive terms) > 127,187 

t 

絕对的存在語句 (Absolutely existen¬ 
tial sentence), 7 

给函項指定一个値 （Assign a value of 
a function), 参見： 一个函項的柑 
应値 : 

是由 — 个 ^ 二个，…， n 个元素构成的 
(Consist of one^ two, …， n - ele- 
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ments) ， 77— 78 

十 画 

瑜 (Discourse) ， 参見: 論域 
瑜域 (Universe of discourse), 70, 
91 ， 147,161 

原則 CPriticiple) ， ' 参見： 方法論的原則 s 
抽象原則 i~oi abstraction), 03 
倒退 (Regress) ，参見:无穷倒退 
格来林 CK. Grelling),215 
哥德尔 CK. Godel),132 
哥丁根中心 （Giiittiiigeii center) » 134 、 
^ 德格 (J, H. Woodger),213 
眞变項 (Real variable), 参見： 自由变 
•項 

眞語句 (True sentence), 1, 3, 5—6, 

矗 

17— 19,28, 33, 38r— 41, 56,58,130, 
140,166,167 

眞値表 CTruth taWe(s) [Matrix 〕） ， 

37 —38, 39 — 41 

眞正子类 (Proper subclass) ， 参 見:部 
分 

a 

眞値函項 (Truth function), 35,37 
被怔明的命題 (Proved statement ) 〔被 
证明的語句 （_ sefitence) 〕， 参 見:定 
理 

被否证的句子 (Disproved sentence) , 


地有序域（一 一 iield)，207 
被定义的詞項 (Defined term) ， 113, 
114,140^144 1 

特有的表达式 (Specific expression), 
特有的命題（一 statement )， 特有的 
- 語詞 ( 一 1611!0 ， 15 ， 115 ， 128“ 

+ iiPMO 

域 〔交換域〕 (Field 〔 commutative— 3 )， 
205 

展于 〔Belong to) ,66,86 
， 排中 《‘Excluded middle) ， 参見: 排中律 
符号 〔 Symbol) ， 2,55,58 
符号 （ Symbolism) ， 参 見 : 邏 輯符号*語 
句演算的符号 （一 of sentential cal- 
cuius) > 35 • 

‘符号 CSign(s))，\09 

符号邏輯 (Symbolic logic) ， 参見: 数理 

mm 

符号邏輯学会 (Association for Sym¬ 
bolic* Logic) ， 216 

符号邏輯杂志 (Journal of Symbolic 
Logic)，216 

潍他 CF* Vieta)，11 . 

推出 (Follow) ， 26,28, 41 
推論 〔 Inference), 参見： 間接证明，推論 
的規則 


130 

被定义者 (Definien#um7, 定义者 (<1 沾 - 
niens) ， 32—33,144, 171—173 

連通的关系 (Connected relation) 5 
91 ， 94 二 96,111，152 
連續的关系 (Continuous relation), 

261 


推論 （Mode oi interence) ， 参見： 間接 
证明 

推导出来的〔 _ 出来的〕命題 （ Deri- 
ved 〔 deduced) statement), 114 
理論 (Theory) 〔学科 (discipline )， 科学 
(science) 〕， 参見： 演繹的理論，数学 
理論，科学理論；約束变項的理論 （- 


連續地有序交換群 （Continuously or- of apparent variables) ， 参見:函項 

dered Abelian' group), 203? 速續地 演算；类的理論（ - classes), €5—66，- 

排成次序的类 （ --class) ，如 2; 連績 €7,69 演繹理論 （—-deduction) •，参 
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見：語句演算；群論 （ - groups), 

105 ， 161; 同一理 論 （ - identity) ， 

51—52, 53； 〔邏輯〕 类型理論 （-- 

C - logical 〕 types) 3 71，213 i 怔明 

論 ( 一 —prooO, 134, 性质論 " (*- 
— proper ties ’），6 9; 关系的理論（一 
— relations) ， 84~85 } 118,158, 197* 

集合論（一 - sets) ， 参見: 一般集合論 

康脫 (G. Cantor) >66 

常項 （ Constant) ， 1,2— 5,15; 参 見:邏 

，輯常項 (Logical constant ), 数学常 

数 （Mathematical constant ) ；:常 

数 *〔Constant number> ， “ 常量 * 

(Constant quantity) ， 2, 97 

虛数 (Imaginary number), 1 ' 

遂輯 （ Logic) ， xviii — xxiv, 15 — 16 ， 

74,105—106,128a31>lSi3i “演擇科 

学的邏輯 ’ (* —of deductive scien- 

ces P ), xxii, •■ 經 驗科学的邏輯 V- 

of empirical sciences^}, xxii 
* 

逻輯斯蒂 (Logistic) ， 参 見:数 理邏輯 
逻輯积的因子 (Factor o:E a \ogical 
product), 参 見 : 合 取式的元素 i 数的 
、积的因子 — product of num- 
bers) ， 204; 相对积的因子 ( - a re¬ 

lative product), 159 
逆輯和的被加項 (Summand of alogi- 
cal sum) ， 参見： 析取式的 元素； 数 
( 披加数）的和 C - a sum of num¬ 

bers), 148,161 

閉的类 (Closed class), 1«0 ; 閉語句系 
統 (Closed systems of isentences), 
166 — 168 

傾变項 (Apparent variable) ， 参 見:约 
- 束变項 

* 假語句 （ Fa]se sentence) , 6,17—18, 
38—40,130,165,170 


假言三段論 （Hypothetical syllogism), 

参見: 假言三段論定律 
基本命題 .（Primitive statement )， 参 

見：公理；基本〔不定义的〕詞項 （— 
(undefined) term (s)) 〔符号（一 sym- 
bol(s)) 〕， 113— 115, 140— 141 ， 144 ， 
147, 185, 187,192—193* 195,198, 200 
—201,203, 205, 207—208 
現代邏輯 （Modern logic) ， 参見： 数理 
邏輯 

萊布尼茲 (G. W. Leibniz), 16> 53 
/ 萊布尼茲定律 (Leibniz’s law) ， 53,59— 
60,69 

‘ 混合的，关系 （ ‘Mixed* relation), 85 
部分 CPart) 〔眞正子类 (Proper sub-. 
class)3,72,73，102 

断定了 的命題〔断定，定律，命題〕 (As¬ 
serted statement Cassertion^ law, 
statement 〕） 1 ， 114, X22 

十二画 

量 (Quantity), 参見 :“ 常量％ _ 变量 # 

量詞 〔Quantifier (s)) ， 7—8,13,133 
集合 (Set (s)), 65 、 

費罗 〔Philo of Megara),24 
等于 (Equal to) ， 52,54,55 ； 参見 : 同一， 

' 小于或等于 

等式 (Equation) , 27» 59,1.57,168 
等式的一方 (Side of an equation )， 不 

t _ 

等式的一方 （ - r- inequality) ， 157, 

163 ； 罅値式 的一方 （ - equiva¬ 
lence) ,29 * 

等式的左方 (Left side oi an equa¬ 
tion) y 不等式的左方 ( - inetju—. 

ality) ， l57; 等直式的左方（一 ^- 

‘ 

equivalence) ，29 

等数的〔相等的〕类 CEquirxumeroua 

I 


/ 



(equivalent 〕 classes), 77,93,102 

等値(作为关系的范畴的 )， (Equivalen¬ 
ce 〔as a category of relations]) 

»3; 等値式（作力語句的范畴的〔 一一 
—sentences 〕 ）， 29—30,145 

等数 的类 ; 相等的数 (Equivalent num¬ 
bers), 120 i 相等的語句（一 sen- 
tences) ， 29—30,50 ； 等式和不等式的 
等 价变換 （一 transformation of 
equations and inequalities)> 参見： 

等 式和不等式的等价变換定律 
。匯环 (Circle), 参見: _环定义 

环定义 (Vicious circle in definir 
tion), 3 含， 78, 114( 恶性循环）；循环 

证明 （ - ptoof )， 沾 

澌尔茲 (H. Scholz) , 215 
間接证朗 （Indirect proof ), 〔間接推論 
(— inference, — mode of inferend 
ce) ， 归讓 证明 (Proof by reductio a- 
absurdum) 〕 ， 150, 166,170 t 
* : 斩多嘴 ^i^CStoic School)>24 

i 

确立一个序列 CEstablish an order )， 

94 ? 建立了一个 r*+ 对应—对 

应的方式把 … 映射在…〕 （ — a one- 
tO-Olie correspondence〔map in a 

a 

one-to-one manner) s 101 — 102> 

十三画 

堪 (Zero) ， 172, 203,205—207 
楊 .(J. W. Young),213 
群 CGroup(s)) ， 159—161, 又参見：阿貝 
尔群 ' 

啟 (Number (s)) C 实数 (real — ) 〕 ， 1—2, 
58^—59,66, 78, 98—99, J25 ， 193 — 
196j ( — line) ， 175 — 176 ; —个类 

的元素的数 （—of elements of a 
c 】 ass) ， 参見 : 1 一个类的基数 


数学 (Matliematics) ， xviii — xxi ， xxiii ， 

i 

1 ， 11,25— 26,27, 51,98—100,105,113 
—114—116, 124,128, 213 
数的商 （Quotient of mJmbers) ， 173 

数 … 的差 （丛数 … 减去数 … 的結杲） 
(Difference of〔result of subtract 
ting 〕 numbers)，171 
数的减法 (Subtraction oi numbers), 
171,174 

数値常項 (Numerical constant), 4i 数 
的置詞 ( 一 quantifier) ， 61， 62 
数李的槪念 （Mathematical concept )， 
数学的 k 項 (-constant ), 数学的語 
詞 （一 term 〕， 1 ， 15,61,124; 

輯〔現代、演繹、新、符号通輯；邏輯斯 

* 

蒂〕 （一 logic 〔 contemporary ， mo- 
dern^ deductive, new，symbolic lo- 
giC ； logistic 〕）， xviii,xx,xxiv, 15 — 
16,28,115,129,213, 214— 216» 数学 

的怔明〔数学的推理〕 （一 proof 〔一 
reasoning 〕 ）， 11 ， 25,51 ， 106,128 ;数 
学符号 （一 symbol) ， 2 ， 59—60,78, 
116419,148,154,157, 171—172, 20& 
—201; 数学的定理 （一 theorem) ， 1, 
7,11 ， 26,27,48,51 ， 59 ;数学理 _( — 

theory) 〔数学学科，数学科学 〕（— 
theory 〔一 discipline ，一 science〕）i 
115—116,124,128—129,160 
数理邏輯的目录 . (Bibliography of 
mathematical logic),216 
意义 (Meaning), 25,30,92, 113 —115, 
128 • • 

路县士 CC. I_ Lewis) ， 25,212 ;路县士 
与竺福德(一 and Langford) ,212 
路加西維契 （ J. Lukasiewicz 、 16,134 
新邏輯 (New logic) , 参見： 数 理邏輯 
解析几何 (Analytic geometty),125 
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稠密的关系 （Dense relation) ， 201 — 

202 

稠密地有序交換群 (Densely ordered 
Abelian group),202 

十，四画 

算术 (Arithmetic) 1,4,58^59,76,78 
—79, 115— 116,125, 132* 192—194, 
202? 实数算术，（一 of real numbers )， 
147,200,212 

算术上的相等〔数与数之間的相等〕， 
(Arithmetical equality ^equality 
of numbers〕），59 

豪伯 （ K_ F* Hauber〕，167 

豪伯定律 （ Hauber’s law), 泰見:閉語 
句系統 ‘ 

演算 (Calculus) ， 参 見 : 語 句演算 (Sen¬ 
tential calculus); 类的运算 （ Calcu- 
lus of classes )， 66 ， 71 ， T4, 76, 82, 
87, 135 > 137—138 ； 量詞演算 （ Cal- 
culus of quantifiers) ， 参見: 函項演 
算；关系的运算 (Calculus of rela¬ 
tions) >84,87, 89— 90, 111 

演釋 （ Deduction) ， 参見：語句演算 ; 
演釋出来的命題 (Deduction of a 
statement) ， 参見： 推导出來的為題 ; 
演澤定理 （Deduction theorem )， 参 
見 : 演繹 法定律 • . 

演繹邏輯 (Deductive logic) ， 参見:皱理 
邏輯 ; 演釋方法 (D^ductivp method), 
113,115, 213, 演繹的理論 (Deduc¬ 
tive theory 〕 (: 演繹学科 (Deductive 
discipline), 演繹科学 (Deductive 
science) 〕， 113, 115— 116 ， 125, 146, 
184,199 

演釋出来的命題 ， （Deduced state- 
ment) ， 参見:推穿出来的命題 


演釋科学方法論 (Methodology of de¬ 
ductive sciences) C 数学方法論 ( - 

mathematics) 〕 ， xix ， xx ， xxiii ， 113, 
122—123,133,134,212H3 ; 輕驗科 
学的方法論 （ - empirical scien¬ 

ces), xxii — xxiii 

演繹科学的形式的特性 (Formal cha- 
racter of deductive science) C 数学 
的瑕式的特性 （ - mathema¬ 

tics)^, 121 ， 124, 128i 形式蘊菡（一 
implication〔implication in — mea¬ 
ning) ),23—24j 形式系統 (—system )， 
1^4 

滿足一个語句函項 (Satisfy a senten¬ 
tial function) 〔滿足一个条件 （—a 
condition) 〕， 3, 6 ， 12, 6L— 62,67 ， 
70,85,119, 121 

綫〔直綫〕 （ Line〔straight line 〕）， 101 ， 
175; 綫段 (-Segment) ， 参鬼 :綫段 

綫段 (Segment) 礙 (line) 〕 ， 101 ， 116— 
117,126,138 

槪念 （ Concept) ， 参見 : 通輯槪念，数学 
的槪念，方法論的槪念 

十五画， 

摩根 (De Morgan) ， 50,84 

摩根定律 （De Morgan’s law) ， 5b ; 又 
参見: 类的理論方面的摩根定律 

整数 Clnteger) ,77,132,194 

“ 聶状詞 " rDescriptioiO, 参見： 指示， 
詞 (Designation) 

摹扶函項 (Pegcriptive function )， 参 
見;指承函項 

* 

十七画 

戡德鍾 (R. Dedekind), 201 

戡德鍟公理 （ Dedekind’s axiom )， 参 


見 :連續性公理 

十九_ 

蔬函 (Imply) ， 26—28,41 
蘿选式〔条件語句〕 (Implication 〔 con- 
ditional sentence 〕）， 20 —26, 28> 38, 


42—44, 167, 170 

形式蕴函 ( — in formal meaning), 

参見 : 演繹科学的彩式的特性;实质蘊 
函 （一 in material meaning), 参見 : 

实质邀函 （ Material — ) 
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塔尔斯甚 (1902 了，原籍寐兰， I 945 年入美国籍）的《邏輯与演 
繹科学方法論 导論》 ，是一本頗为流行的数理邏輯入門书。1936年 
以波兰文出版。1937•年譯成德文，1940年又譯成英文，在 1 S 46 年 
的英文譯本中，著者又作了一些小的修改。1948年又譯成俄文。我 

f 

們这个譯本，是根据1946年英文譯本譯出的。俄文_本中，有一 

* 

丨 

个长序 ，对 本书內容作了評价 i 幷附有編輯部的注和跋。 我 們也一 - 
幷，出，供讀者参考。 

本书第一章至第五章，是周礼全翻譯的。第六章，是吳允曾 
翻譯的。第七章至第十章，是晏成书翻譯的。其中部分譯稿曾由 
顾寿观校訂过。序言和索引是承商务印书館編輯部协助翻譯編制 
的。 

俄譯本的序言，是晏成书翻譯，俄譯本編輯部的注和跋，是郭 

: * 

英翻譯的，晏成书校訂的. 
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譯者1963年4月 
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